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Vorwort

In der Stromungsmechanik hat die niederdimensionale Grobstruktur-Modellierung in den letzten
beiden Jahrzehnten eine stiirmische Entwicklung erfahren. Sie nimmt als Bindeglied zwischen
Experiment, numerischer Simulation, Theorie und verschiedenen mathematischen Disziplinen

eine zunehmend wichtigere Rolle ein.

In den 80-er Jahren wurde die niederdimensionale holzschnittartige Nachbildung der Grob-
strukturen von der Erwartung belebt, wichtige Einsichten zur Lésung des Turbulenzproblems
zu ermoglichen. Ganz wesentlich hat dazu in den 70-er Jahren die Theorie dynamischer Systeme
mit lberraschenden universellen Transitionsszenarien, z.B. dem Feigenbaum- und Intermittenz-
Szenario, beigetragen. Ein weiterer Beitrag dieser Theorie lag in iiberschaubaren niederdimen-
sionalen Modellen mit Turbulenzeigenschaften, z.B. dem Lorenz-Attraktor. Die technischen
Herausforderungen bei der Entwicklung von niederdimensionalen Modellen schon fiir geome-
trisch einfache Stromungen beschrankte die Disziplin auf eine kleine Anzahl von maBgeblichen

Institutionen.

In den 90-er Jahren wurde das Potenzial dieser Disziplin auch fiir die modellbasierte Stromungs-
beeinflussung realisiert und damit auch fiir ingenieurmaBige Problemstellungen interessant. Vor-
reiter war der Einzug regelungstechnischer Methoden in die aktive Stromungsbeeinflussung. In
Simulationen und Experimenten wurde gezeigt, dass in der Riickkopplung von Sensorinforma-
tionen in die Aktuation ein wichtiges, bislang unerschlossenes Potenzial fiir die Leistungsver-
besserungen von Verkehrstragern liegt. Grundlage hierfiir sind oft empirisch gewonnene Black-
Box-Modelle ohne expliziten Bezug zu den Grobstrukturen. Es wurde schnell ersichtlich, dass
eine modellbasierte Optimierung der Aktuation, Sensorik und Regelung die explizite dynamische
Modellierung der Grobstrukturen bedingt. Fiir die Entwicklung einer fehlertoleranten, online-
fahigen Regelung reichen Modelle, welche die wenigen dominierenden Grobstrukturen auflosen.
Hochdimensionale akkuratere Beschreibungen sind regelungstechnisch kaum handhabbar. Diese
Beschrankung auf wenige Freiheitsgrade schlieBt gangige Verfahren der numerischen Stromungs-

mechanik aus.

Ich hatte das Privileg, beide Richtungen der niederdimensionalen Modellierung in engagierten
Gruppen miterleben zu diirfen. Ende der 80-er Jahre galten einige Projekte des Max-Planck-
Instituts fiir Stromungsforschung — wie an anderen grundlagenorientierten Institutionen — dem

Aufsuchen von , seltsamen niederdimensionalen Attraktoren® aus experimentellen Daten und in



dynamischen Modellen. Diese Suche wurde bald nach vielen erniichternden Resultaten aufgeben.
Jedoch wurde in meiner Doktorarbeit mit den ersten niederdimensionalen Galerkin-Modellen von
laminaren und transitionellen Nachlaufstromungen eine Grundlage fiir meine weiteren Arbeiten
gelegt. Ich bin meinem Doktorvater, Herrn Prof. H. Eckelmann, als Vorbild, unvergeBlichem
Lehrer und Freund zu tiefem Dank verpflichtet. Er vermittelte eine ausgesprochen spannende
und stimulierende Arbeitsumgebung und ich hatte die Chance, bis zu meinen ersten Erfolgen
viele unbrauchbare Galerkin-Modelle mit literaturiiblichen Verfahren entwickeln zu diirfen, ohne

von ihm einen einzigen Ausdruck der Ungeduld oder des Zweifels zu erleben.

Am United Technologies Research Center, einem amerikanischen Industrieforschungslabor, hatte
ich die Moglichkeit, in einem engagierten Team entscheidende Erfahrungen an industrienahen
Problemen zur Ablosungs-, Mischungs-, und Larmbeeinflussung zu gewinnen und die nieder-
dimensionale Modellierung dort einzubringen. Besonderen Dank gebiihrt hier meinen engsten
Kollegen Drs. A. Banaszuk, A. Khibnik und S. Narayanan, sowie den externen Kooperationspart-
nern Profs. G. Haller, E. Meiburg, |. Mezi¢ und G. Tadmor. In dieser Zeit reiften viele heute noch

verfolgte Ideen und Plane fiir die modellbasierte Stromungsregelung.

An der TU Berlin bot mir der Sonderforschungsbereich (Sfb 557) ,, Beeinflussung komplexer tur-
bulenter Scherstromungen®, ausgezeichnete Forschungsbedingungen, um grundlagenorientierte
und anwendungsnahe Aspekte der niederdimensionalen Modellierung zu vertiefen. Die Beitrage
zu den Grundlagen werden in vorliegender Arbeit dokumentiert. Besonderen Dank gebiihrt den
Sprechern und Projektpartnern des Sfb, Herrn Prof. A. Dillmann und Herrn Prof. R. King, fiir
ihre Unterstiitzung und fiir eine fruchtbare Zusammenarbeit. Die meisten Erfolge waren nicht
denkbar ohne meine engen Kooperationspartner, den Herren Prof. M. Morzynski, Prof. G. Tad-
mor, Prof. F. Thiele, Dipl.-Inf. T. Weinkauf und den Mitarbeitern des ,, C5-Teams": O. Lehmann,
W. Liu, Dipl.-Ing. M. Luchtenburg, Dipl.-Ing. M. Pastoor, Dr. M. Schlegel und J. Scouten. Bei
den Herren Prof. P. Comte, Prof. P.A. Monkewitz, Dr. G. Mutschke und Prof. P. Papas bedanke
ich mich fiir Daten zu den Scherschichtinstabilitaiten und Nachlaufsimulationen sowie anregende
Diskussionen. Mit den Profs. D. Rempfer und L. Cordier hatte ich wichtige Gesprachspartner auf

dem Gebiet der empirischen Galerkin-Modellierung.

Bei den Herren Profs. A. Dillmann und F. Thiele bedanke ich mich insbesondere fiir die Uber-

nahme der Gutachtertatigkeit zu dieser Arbeit.

Berlin, im Juli 2006 Bernd R. Noack
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1. Einleitung

Die niederdimensionale Modellierung iibernimmt eine wichtige Briickenfunktion zwischen der
theoretischen Stromungsmechanik (§1.1) und dem aktuellen Modellbedarf fiir die Stromungs-
beeinflussung an Verkehrstragern (§1.2). Die daraus resultierenden Forschungsthemen, zu wel-

chen vorliegende Arbeit einen Beitrag leisten will, wird in §1.3 erortert.

1.1 Mathematische Beschreibung instationirer Stro-

mungen

Die meisten ingenieurtechnisch auftretenden Fluidbewegungen werden durch bekannte Massen-,
Impuls- und Energiebilanz-Gleichungen im Prinzip vollstandig beschrieben. De facto, steigt je-
doch die Anzahl der dynamisch aufzulosenden Freiheitsgrade N mit der Reynolds-Zahl Re sehr
schnell mit N ~ Re”* an [51]. Diese hohe Komplexitit begrenzt die Moglichkeit der direkten
numerischen Simulation auf einfachste Geometrien und niedrige Reynolds-Zahlen — und zwar
noch fiir viele Jahrzehnte. Das wichtigste und drangendste Problem der Stromungsphysik besteht
daher in einer mathematischen Beschreibung der "turbulenten Phase’, welche die Fluktuationen

in geeigneter Weise durch Ordnungsparameter in einer Zustandsgleichung zusammenfasst.

Die Beschreibung der Turbulenz ist seit tiber 100 Jahren Gegenstand intensiver Forschung und hat
auch die fahigsten Kopfe aus der Mathematik (z.B. Hopf, Kolmogorov, von Neumann) und aus
der Physik (z.B. Einstein, Heisenberg, Landau) angezogen. Man kann heute sagen, dass die Tur-
bulenz inkompressibler Stromungen in ihren vielfaltigen Erscheinungsformen phanomenologisch
gut verstanden ist und wenig Raum fiir Uberraschungen lasst. Dieses qualitative Verstindnis
miindet jedoch bei weitem noch nicht in einer vollstandigen Beschreibung der turbulenten Pha-
se. Alle bisher vorgeschlagenen Modelle verlangen viel Erfahrung mit empirischen Anpassungen
fiir die konkret interessierende Konfiguration. Die Turbulenz gilt nach wie vor als das ungeloste

Problem der klassischen Physik.

Reynolds (1895, [101]) hat das Turbulenzproblem mit der nach ihm benannten Gleichung in
eine heute noch giiltige mathematische Form gebracht. Hierbei' wird das Stromungsfeld u zer-

legt in eine zeitgemittelte Strémung u, und eine instationare Fluktuation u’. In ersten erfolg-

'De facto hat Reynolds in der Originalarbeit eine viel gréBere Klasse von Mittelungen betrachtet.



reichen Losungsansatzen wird die Wirkung der Fluktuation auf die mittlere Stromung durch
eine zusatzliche Wirbelviskositat modelliert [10]. Mangels allgemein giiltiger Turbulenzmodelle
werden Elementarstromungen untersucht, aus denen man sich komplexere Strémungen bau-
steinartig zusammen gesetzt denken kann. Diese Elementarstromungen beinhalten nach einer
Géttinger Klassifikation: (1) Kanalstrémung, (2) Grenzschicht, (3) Scherschicht, (4) Nachlauf,
(5) Freistrahl und (6) Gitterturbulenz [104]. Fiir diese Stromungen wurde eine Vielzahl von Par-
tikulargesetzen fiir transversale Profile und fiir das Verhalten in Stromungsrichtung bestimmt.
Beispiele sind das viskose Wandgesetz, das logarithmische Wandgesetz, Intermittenz-Korrekturen
fir die AuBenstromungen, Gesetze fiir das Abklingen der Gitterturbulenz sowie selbstahnliche
Fernfeldlosungen. Diese Partikulargesetze sind wichtiger Priifstein fiir Turbulenzbeschreibungen,

beriicksichtigen jedoch nur bedingt die besondere Rolle von Grobstrukturen.

Townsend hat 1956 die dynamische Wirkung von Grobstrukturen auf die mittlere Stromung
herausgearbeitet [124]. Es folgten eine Vielzahl von experimentellen Arbeiten mit immer weiteren
Grobstrukturen fiir die oben genannten Elementarstromungen. Dem unbefriedigenden subjektiven
Bias bei diesen Grobstruktur-Extraktionen wurde durch den Versuch einer allgemein giiltigen
Definition Rechnung getragen. Bereits 1957 hat Lorenz in einer wenig beachteten Arbeit die
Karhunen-Loeve-Zerlegung von Stromungsdaten in die energiereichsten Moden vorgeschlagen.
Lumley hat diese Zerlegung 1967 unter dem Namen 'Proper Orthogonal Decomposition’ (POD)
als objektivere Definition von Grobstrukturen vorgeschlagen [55]. Fiinf Jahre spater [102] wurde
der Reynolds'sche Ansatz verfeinert durch eine Zerlegung der Fluktuation in eine dynamisch
aufgeloste Grobstruktur ("koharenter Anteil') uyn und einen zu modellierenden stochastischen

(inkoharenten’) Anteil Wion,
u=u;+u’, wobei u =y + Winkon. (1.1)

Fiir diese Zerlegung wurde die gemittelte Impuls- und Energiebilanz-Gleichung aufgestellt.

Anhand der Geschwindigkeitszerlegung (1.1) lassen sich grob drei Ansatze fiir eine universelle

Charakterisierung der Turbulenz unterscheiden:

1.) Statistische SchlieBung fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von u’,
2.) Theorie der dynamischen Systeme fiir die Grobstruktur-Dynamik von uy;, und

3.) asymptotische Theorie fiir die Statistik der Feinstruktur o



Die stochastischen SchlieBungen beruhen auf charakteristischen Funktionalen fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der abhangigen Variablen. Sie verwandeln die zeitabhangige Navier-Stokes-
Gleichung in eine zeitunabhangige Gleichung fiir das Funktional. So hat Hopf (1951, [40]) eine
Fixpunkt-Gleichung fiir ein charakteristisches Funktional aufgestellt, aus dem sich prinzipiell alle
N-Punkt-Korrelationen bestimmen lassen. Die numerische Losung dieser Funktionalgleichung ist
jedoch um viele GréBenordnungen aufwendiger als die direkte numerische Simulation und daher
langfristig kein praktikabler Weg [59, 65]. Ab 1941 wurden in [62] und weiteren Arbeiten verschie-
dene mathematische und physikalische Naherungen des Ansatzes mit charakteristischen Funktio-
nalen vorgeschlagen. Die niedrigsten Entwicklungsordnungen fiihren jedoch zu groBen Systemen
von Differenzialgleichungen, die nur fiir einfachste Konfigurationen numerisch bewaltigbar sind.

Fiir die ingenieurtechnische Praxis diirften diese Methoden auf lange Zeit nicht anwendbar sein.

Der zweite Weg geht ebenfalls auf Reynolds (1883, [100]) zuriick. Er hat die nach ihm be-
nannte Zahl als Ordnungsparameter zur Bestimmung des laminar-turbulenten Umschlags der
Rohrstromung identifiziert. Die Reynolds-Zahl fiihrt zwei Welten sukzessive ineinander iiber:
die laminare niederdimensionale und die turbulente hochdimensionale. Bei hinreichend niedri-
ger Reynolds-Zahl ist die Strémung stationar und wird mit zunehmender Reynolds-Zahl durch
Instabilitdten komplexer bis ein turbulenter Zustand erreicht wird. Eine {iberraschende Beobach-
tung ist, dass viele turbulente Scherstromungen durch Grobstrukturen charakterisiert werden,
welche sich schon als erste Instabilitdten der stationdren Navier-Stokes-Losung formieren. Bei-
spiele sind die von Kdrman'sche WirbelstraBe, die Kelvin-Helmholtz-Wirbel und die Ringwirbel
der Taylor-Couette-Strémung. Fiir den periodischen Zustand nach dem weichen Einsetzen einer
oszillatorischen Instabilitdt, d.h. nach der ersten superkritischen Hopf-Bifurkation, hat Stuart
(1958, [119]) ein Mean-Field-Modell entwickelt, welches fiir eine Reihe von Innenstrémungen
und jlingst auch fiir freie Scherstromungen [80] erfolgreich angewendet wurde. Im Landau-
Hopf-Szenario [39, 50] wird das Stuart-Modell in wesentlichen Teilen antizipiert und fiir hohere
Reynolds-Zahlen vermutet, dass sich der turbulente Zustand als Folge unendlich vieler Hopf-
Bifurkationen einstellt. Mit jeder Hopf-Bifurkation wird eine weitere Frequenz und damit ein neuer
Freiheitsgrad in die quasi-periodische Strémung eingefiihrt bis ein hochdimensionaler Attraktor
die Turbulenz charakterisiert. Ruelle & Takens (1971, [107]) haben jedoch gezeigt, dass die-
ses Szenario unwahrscheinlich ist und sich 'sehr wahrscheinlich’ nach der 3. Hopf-Bifurkation
ein seltsamer Attraktor einstellt. In einer spateren Arbeit [72] wurde auf die Moglichkeit ei-
nes seltsamen Attraktors schon nach der 2. Hopf-Bifurkation hingewiesen. Diese Moglichkeiten
werden unter dem Namen Ruelle-Takens-Newhouse-Szenario zusammengefasst. Basierend auf

schwach nichtlinearen Entwicklungen der Floquet-Theorie (siehe z.B. [51]) kann die periodische



Strémung auch in einem Periodenverdopplungs-Szenario [23] und in einem Intermittenz-Szenario
[92] instabil werden. Auch Intermittenz- und Periodenverdopplungs-Szenario fiihren wie das sog.
Ruelle-Takens-Newhouse-Szenario zu einem seltsamen Attraktor. Die in den 80er Jahren mit der
Chaostheorie aufkeimende Hoffnung, dass die Turbulenz irgendwann im mathematisch strengen
Sinne durch niederdimensionale seltsame Attraktoren beschrieben werden kann, hat sich bald
zerschlagen [108, 109]. Wohl aber wurden Hopf-Bifurkationen, das Periodenverdopplungs- und
das Intermittenz-Szenario in verschiedenen Experimenten und Simulationen gefunden (siehe z.B.
[114]).

Das Turbulenzproblem wurde durch die Methoden der nichtlinearen Dynamik nicht gelost. Je-
doch wurde die Grundidee einer niederdimensionalen Dynamik durch entsprechende Grobstruktur-
Darstellungen fiir viele Konfigurationen realisiert. Ein Lagrange'scher Weg fiihrt iiber die Diskre-
tisierung der Wirbelstarke in der augenfalligen Scherschicht und den Einzelwirbeln (siehe z.B.
[14, 18]). Ein Eulerscher Weg fiihrt iiber die Entwicklung der kohdrenten Stromungsfluktuation
nach einer Anzahl N von ortsabhéngigen globalen Moden wu;(x) und zeitabhangigen Fourier-

Koeffizienten a;(t),
N

W = Y a;(t) (). (1.2)

i=1
Im Rahmen der Galerkin-Projektion wird ein dynamisches System fiir den Phasenraum a :=

(a1,...,ay) aus der Navier-Stokes-Gleichung hergeleitet,
da
— = f(a). 1.3
= t(a) (13)

Die Konstruktion von niederdimensionalen Darstellungen (1.2) aus mathematischen Uberlegun-
gen oder aus physikalischen Eigenwertproblemen ist analytisch bzw. numerisch sehr aufwendig
und zur Zeit meist nur fiir geometrisch einfache Konfigurationen durchfiihrbar. Als Alternati-
ve hat sich die Karhunen-Loéve-Zerlegung als einfache empirische Postprocessing-Variante von
Stromungsdaten bewahrt [38]. Die Wirkung der im inkoharenten Anteil Wj,kon vernachlassigten
Moden auf die Grobstrukturen muss im Galerkin-System (1.3) modelliert werden. Dieser Weg
tiber die Karhunen-Loéve-Zerlegung ist auch fiir komplexe Geometrien durchfiihrbar und soll in

vorliegender Arbeit verfolgt werden.

Der dritte Weg der Turbulenz-Beschreibung konzentriert sich auf universelle asymptotische Ei-
genschaften der kleinskaligen Fluktuationen und fasst die Wirkung der problemabhangigen Grob-
strukturen durch einen oder mehrere Ordnungsparameter, z.B. die Dissipation, zusammen. Nach-
dem Richardson (1922, [103]) qualitativ die Turbulenz als Zerfallsprozess in immer kleinere Wir-

bel beschrieben hatte, wurden von Kolmogorov 1941 in seinen legendaren Arbeiten [47, 48] die



Grundlagen fiir die quantitative Beschreibung der Richardson-Kaskade gelegt. In der Folgezeit
wurde eine Vielzahl von Modifikationen und Ergénzungen dieser Asymptotik vorgeschlagen (siehe
z.B. [28]). Die urspriinglich auf Dimensionsiiberlegungen beruhende Asymptotik wurde verfeinert

mit Methoden der Renormalisierungs-Gruppen (siehe z.B. [59]) und der Lie-Gruppen [85].

Die Ansatze der nichtlinearen Dynamik und der asymptotischen Turbulenztheorien ergdnzen sich.
Bei dem ersten Ansatz wird eine globale zeitauflosende Beschreibung der Grobstruktur des ge-
samten Gebietes angestrebt und die Wirkung der Turbulenz-Kaskade modelliert. Bei letzterem
wird eine lokale statistische Charakterisierung turbulenter Feinstrukturen verfolgt, wobei die Ord-
nungsparameter dieser Kaskade von den Grobstrukturen aufgepragt werden. Trotz augenfalliger
Komplementaritat beider Ansatze ist eine mathematische und physikalische Verschmelzung bis-
her nur ansatzweise gelungen. Die Hauptschwierigkeit liegt darin, dass der Ubergang von einer
Grobstruktur- in eine Feinstruktur-Kaskade kontinuierlich ohne Skalentrennung erfolgt. Es gibt
keine praktikablen mathematischen Methoden, die gleichzeitig diesen kontinuierlichen Ubergang

von globaler zeitabhédngiger Dynamik in eine lokale statistische Asymptotik bewerkstelligen [75].

1.2 Stromungsbeeinflussung fiir Verkehrssysteme

Dem unbefriedigenden Stand der Turbulenzmodellierung stehen die Erfolge und die fortwahren-
den fluiddynamischen Verbesserungen von Verkehrstragern und Stromungsmaschinen entgegen.
Beispiele sind die Erhéhung des Auftriebs bei Flugzeugen und Helikopterfliigeln, die Verringerung
des Luftwiderstands sowie die Reduktion des Larms bei allen Verkehrstragern. Weitere Beispiele
sind die Verbesserung der Mischung bei Verbrennungsprozessen in Triebwerken und Motoren

sowie bei verfahrenstechnischen Anwendungen.

Die zugrunde liegende Physik beruht meist auf einer Verdnderung der Scherschicht-Turbulenz
[24]. Die Auftriebserhdhung eines Tragfliigels wird durch eine Verhinderung vorzeitiger Ablésung
erreicht. Dies geschieht durch eine verbesserte Vermischung von energiereicher AuBenstromung
mit energiearmen Fluid im wandnahen Bereich. Bei der modernen Boeing 737 sieht man auf der
Tragfliigeloberseite Winglets zu diesem Zweck. Durch diese MaBnahme wird auch der Druck-
widerstand verringert. In Brennkammern wird eine effektive Vermischung von anstromendem,
treibstoffgeladenem Fluid mit dem reagierenden, heiBen Totwasserfluid angestrebt. Zur Verrin-

gerung des Triebwerklarms wird die Scherschicht-Mischung durch Bliitenmischer gedndert.

Die gewiinschte Manipulation der Scherschicht-Turbulenz wird zunachst durch eine gute aero-



dynamische Formgebung erzielt. Weitere Verbesserungen werden angestrebt mit passiven Beein-
flussungsmethoden in Form von kleinen Anderungen dieser Formgebung, z.B. Riblets zur Reduk-
tion der Wandschubspannung oder Turbulatoren zur Energetisierung der Grenzschicht. Sowohl
aerodynamisches Design als auch passive Beeinflussungsmethoden werden seit gut 100 Jahren

mit Erfolg angewendet.

Im Gegensatz zu passiven MaBnahmen wird der Stromung bei aktiven Methoden Energie zu-
gefiihrt, z.B. iiber eine akustischen Aktuator. Mittlerweile wird in Industrie und Forschung den
aktiven Methoden mehr Gewicht zur Stromungsbeeinflussung gegeben. Ein Grund liegt in der
steigenden Zuverlassigkeit und den sinkenden Kosten von Aktuatoren und Sensoren. Ein zweiter
Grund ist ein Paradigmenwechsel in der Industrie, wonach aktive Kontrolle nicht mehr als Korrek-
tur einer unprofessionellen Formgebung gesehen wird, sondern als zuweilen wichtigste Moglichkeit

einer signifikanten Leistungsverbesserung unter den gegebenen Randbedingungen.

Die aktiven Methoden konnen als Verallgemeinerung der passiven Verfahren gesehen werden,
da die Wirkung der letzteren auch durch stationidres Saugen oder Blasen nachgebildet werden
kann. Dariiber hinaus haben aktive Verfahren den Vorteil instationar wirken zu konnen. Dieser
Vorteil wird durch Energiezufuhr, meist hohere Kosten und eine hohere Fehleranfalligkeit erkauft.
Daher wird aktive Kontrolle tendenziell nur verwendet in unkritischen Bedingungen, z.B. der
Schalldampfungen im Auto, oder in kurzen off-design Situationen, z.B. dem Thrust-Vectoring

bei aggressiven Diisenjager-Mandvern.

Im einfachsten Fall der aktiven Stromungsbeeinflussung, der Steuerung, wird die Aktuation nicht
mit dem Stromungszustand riickgekoppelt, zum Beispiel bei einem akustischen Aktuator mit
vorbestimmter Frequenz und Amplitude. Jedoch lassen sich nach jiingeren Ergebnissen [29] ge-
rade durch die Riickkopplung mit Sensorinformationen, der Regelung, signifikante Stromungs-
verbesserungen erzielen. Dies ist nicht liberraschend, da die Steuerung ein trivialer Spezialfall der

Regelung ist.

Die effiziente Kopplung zwischen Sensorinformation und Aktuation in der experimentellen
Stromungsregelung kann im Regelfall nicht durch Versuch und Irrtum gefunden werden, sondern
beruht auf Modellen der Dynamik. Diese Modelle miissen einerseits die Wirkung der Aktuation
auf die Sensoren mittels der Grobstrukturen mit ausreichender Genauigkeit auflosen. Anderseits
sollen die Modelle einfach genug sein, um online-fahig implementiert werden zu konnen. Diese
Anforderungen werden durch gangige Navier-Stokes-basierte Simulationen, wie die direkte nu-

merische Simulation (DNS), die Large-Eddy-Simulation (LES) oder die instationdren Reynolds-



gemittelten Losungen (uRANS) nicht erfiillt, unter anderem weil der Rechenbedarf viel zu hoch
ist. In der Praxis kommen meist Black-Box-Modelle aus experimentellen Daten zum Einsatz [7].
Diese Verfahren basieren auf einem angenommenen linearen Ein-/Ausgangsverhalten und etablie-
ren sich seit einer Dekade in der Praxis durch Leistungsverbesserungen gegeniiber Steuerungen.
Sie sind jedoch per datenbasierter Konstruktion an die Konfiguration gekniipft und beschreiben

nicht die Stromungsverhaltnisse.

1.3 Niederdimensionale Modellierung

Die niederdimensionale Stromungsmodellierung wird sowohl vom Blickwinkel der Theoriebildung
als auch vom Interesse der Stromungsregelung verfolgt. Im Rahmen der Theorie dynamischer
Systeme ist die Niederdimensionalitdt des Systems Priifstein des gewonnenen Verstandnisses der
Schliisselprozesse [64]. Im Rahmen der Regelungstechnik ist die Niederdimensionalitdt Voraus-
setzung fiir die Anwendung vieler regelungstechnischer Verfahren. Die untersuchten dynamischen
Systeme dhneln sich dabei in ihrer Form (siehe Tab. 1.1). Bei der Theorie dynamischer Syste-
me werden die Anderungen mit der Reynolds-Zahl untersucht. In der Regelungstechnik wird

die Dynamik durch Aktuation G mit zielfiihrenden Regelungsgesetz gedndert. Diese Analogie

Tabelle. 1.1: Analogie zwischen ausgewahlten Aufgabenstellungen der Theorie dynamischer

Systeme und der Regelungstechnik.

Theorie System Ziel
Theorie dynamischer Systeme da Beschreibung der Dynamik
— = f(a, Re)
dt in Abhangigkeit von Re.
Regelungstechnik cOll_? —f(a,G) Veranderung der Dynamik

mit dem Regelungsgesetz G = G(a, t)

findet praktische Anwendung in der Modellkalibration. So werden beispielsweise Parameter von
Stromungsmodellen als quasi-stationdre Aktuation G betrachtet und mit Methoden der Optimal-
steuerung [31, 90] so eingestellt, dass das reduzierte Modell moglichst genau die Navier-Stokes-

Simulation wieder gibt.

Im Rahmen der modellbasierten Stromungsregelung werden als online-fahiger Kompromiss zwi-

schen Navier-Stokes-basierten Simulationen und den empirischen Black-Box-Modellen zuneh-



mend niederdimensionale Modelle entwickelt, welche einerseits jene fiir die Aktuation und
Sensorik wichtigen Grobstrukturen auflosen und anderseits einfach genug fiir eine Reglersynthese
sind. Diese dynamischen Systeme werden meist in Form eines empirischen Galerkin-artigen
Modells basierend auf der Karhunen-Loeve-Zerlegung gesucht [57, 94]. Wirbelverfahren sind un-
geeignet fiir regelungstechnische Methoden, da letztere meist auf einer kontinuierlichen Dynamik
in einem vorgegeben Phasenraum beruhen und da sich bei Wirbelverfahren dieser Phasenraum

mit jedem eingespeisten oder entfernten Wirbel unstetig andert [87].

Die empirischen Galerkin-Verfahren beruhen — wie die Black-Box-Modelle — auf Stromungs-
daten einer ganz bestimmten Konfiguration und konnen fiir andere Konfigurationen nicht einge-
setzt werden. Dafiir gewinnt man physikalische Einsichten, wie Aktuatoren und Sensoren iiber
die Grobstrukturen kommunizieren. Dieses physikalische Verstandnis kann konzeptionell auf an-
dere Konfigurationen (ibertragen werden. In Einzelfdllen hat das durch die niederdimensionale
Modellierung gewonnene Verstandnis auch zu Patentideen gefiihrt [71]. Desweiteren arbeitet der
Sfb 557 an der TU Berlin und andere Gruppen an Moglichkeiten, die Karhunen-Loéve-Moden
durch geeignete Eigenmoden aus linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen zu ersetzen. Beispiele
sind die globale Stabilitdtsanalyse [68] und die Balanced Truncation [121]. Hierbei werden die
niederdimensionalen Phasenraume a priori, d.h. ohne Kenntnis der Stromungseigenschaften, be-

rechnet.

Die niederdimensionalen Modelle erganzen die Navier-Stokes-basierten Rechenverfahren der nu-
merischen Stromungsmechanik in einer fiir die Stromungsbeeinflussung sehr niitzlichen Weise. Im
Vergleich mit den uRANS der numerischen Stromungsmechanik leisten die niederdimensionalen
Modelle eine bessere Auflosung der Aktuationseffekte mit einem Bruchteil des Rechenaufwan-
des. Dafiir miissen diese Modelle zur Sicherstellung einer gegebenen quantitativen Genauigkeit
immer in irgendeiner Form an die Zielkonfiguration angepasst werden. Mit einem kalibrierten
Modell sind die Optimierung von Sensorpositionen und Reglersynthesen leicht durchfiihrbar,
fir die hochdimensionalen Navier-Stokes-Diskretisierung hingegen kaum. Als qualitative Modelle
ermoglichen sie ein physikalisches Verstandnis der Schliisselprozesse, eine schnelle Exploration

von Stromungszustanden und schnelle Trendaussagen beziiglich der Aktuation.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll ein systematischer Weg zu empirischen Galerkin-Modellen
fir die Stromungsregelung aufgezeigt werden und bisher offen gebliebene Fragen zur Rolle des
Druckterms und zur realistischen Darstellung der Transienten konstruktiv durch Neuerungen

geklart werden.



2. Einfilhrung in das Galerkin-

Verfahren

Eine Vielzahl niederdimensionaler Stromungsmodelle basiert auf dem empirischen Galerkin-
Verfahren. Bei diesem Verfahren wird auf numerische oder experimentelle Daten zuriickgegriffen,
um die Stromung mit einer Karhunen-Loéve-Zerlegung moglichst niederdimensional darzustellen.
In §2.1 wird die empirische Variante des Galerkin-Verfahrens als Spezialfall der Methoden der nu-
merischen Stromungsmechanik vorgestellt. Die Vorteile und Herausforderungen dieses Verfahrens
zeigen sich schon an einfachen Beispielen und werden an einer gewohnlichen und einer partiellen
Differenzialgleichung in §2.2 und §2.3 respektive aufgezeigt. Die Berechnung und die Eigenschaf-

ten der Karhunen-Loeve-Zerlegung fiir Stromungsdaten werden im Anhang (§A) rekapituliert.

2.1 Petrov-Galerkin-Verfahren

Im vorliegenden Abschnitt soll das empirische Galerkin-Verfahren von anderen Varianten abge-

grenzt werden.

In Anlehnung an [97] betrachten wir ein Anfangs-Randwert-Problem (ARWP) der Form

Nlu] = 0, (2.1a)
Alu] = 0, (2.1b)
Rlu] = 0, (2.1c)

wobei u(z,t) eine von dem Ort x und der Zeit ¢ abhangige Zustandsvariable und N, A und R
Operatoren fiir die Differenzialgleichung, die Anfangsbedingung und die Randbedingung, respek-
tive, darstellen. Als konkretes Beispiel soll die eindimensionale, lineare Konvektionsgleichung auf

dem Gebiet Q2 = [0, 27| dienen,

Nu] = 0w+ 0yu =0, (2.2a)
Afu] = wu(x,0) —cosz =0, (2.2b)
Rlu] = u(0,t) —u(2m,t) = 0. (2.2¢)



Ein allgemeiner Ansatz zur Losung des ARWP besteht in der endlichen Entwicklung in orts-

abhangige Moden u; und zeitabhangigen Fourier-Koeffizienten a;,

u(a,t) ~ ul™ (2 1) = ai(t) wi(z). (2.3)

i=1
Die Entwicklung wird als Galerkin-Approximation bezeichnet und der Name Fourier-Koeffizienten
aus der mathematischen Literatur [49] soll auf die vorgenommene Verallgemeinerung der Fourier-
Reihen hinweisen. Ein solcher Ansatz konvergiert im Limes N — oo gegen die Lésung. Die
endliche Galerkin-Approximation erfiillt jedoch im Regelfall das ARWP (2.1) nicht exakt, sondern

ist mit von Null verschiedenen Residuen verbunden:

Ry = N[u], (2.4a)
Ry = A [um} , (2.4b)
Rrp = R [um] . (2.4c)

Ein reellwertiges MaB fiir die Abweichung des Ansatzes lasst sich aus dem inneren Produkt
eines geeigneten Funktionenraums ableiten. Seien u, v Elemente des Hilbert-Raums £%(92) der
quadratisch integrierbaren Funktionen auf dem Gebiet €2, dann ist deren inneres Produkt im

eindimensionalen Fall definiert durch

(4, 0)q == /dx W (2.5)

Q

Die zugehorige Norm von u lautet

Julle == v/ (u, u)q - (2.6)

Collatz [15] klassifiziert die Losungen vom ARWP in drei Arten. Bei den Rand-Verfahren wird
dafiir Sorge getragen, dass die Differenzialgleichung exakt erfiillt ist, Ry = 0. Ein Beispiel ist
das Panelverfahren als oft gebrauchtes potenzialtheoretisches Auslegungsverfahren in der Aero-
dynamik. Bei dem Panelverfahren kénnen ,u;* Stromfunktionen von Quellen und ,a;" Quellstarken
sein, sodass Gl. (2.3) nach dem Superpositionsprinzip die Laplace-Gleichung exakt erfiillt. Die
zweite Kategorie sind innere Verfahren, bei denen die Randbedingungen exakt erfiillt sind,
Ry = 0. Hierzu zahlt die im Folgenden detaillierter beschriebene traditionelle Galerkin-Methode
[30]. Wenn weder die Differenzialgleichung noch die Randbedingung exakt erfiillt sind, liegt ein

gemischtes Verfahren vor.



Im Folgenden wird von einem inneren Verfahren ausgegangen, d.h. die Randbedingungen sind
bei der Galerkin-Approximation (2.3) fiir beliebige Fourier-Koeffizienten a; exakt erfiillt. In die-
sem Fall gilt es, N Gleichungen fiir die Dynamik der Fourier-Koeffizienten abzuleiten. Bei dem
allgemeinen Petrov-Galerkin-Verfahren (siehe z.B. [25]) werden diese N Gleichungen durch die

Galerkin-Projektion des Differenzialgleichungs-Residuums auf NV Testfunktionen v; erzeugt,
(vi, Ry [u™M]), =0, i=1,2,...,N. (2.7)

Diese Projektion fiihrt bei zeitinvarianten parabolischen Differenzialgleichungen mit erster Ablei-

tung in der Zeit zu einem gewohnlichen Differenzialgleichungs-System der Form
ai:fi(&l,ag,...,CI,N}, 221,2,,N (28)

Diese Bewegungsgleichung wird im Folgenden als Galerkin-System bezeichnet. Die Anfangs-

bedingung zur Zeit t = 0 wird durch eine analoge Projektion abgeleitet,

(vis Ra [u™]), =0, i=1,2,...,N. (2.9)

Die Galerkin-Lésung des ARWP wird durch die Galerkin-Approximation (2.3) und die Losung
des Galerkin-Systems (2.8) mit der Anfangsbedingung (2.9) vermittelt. Bei der Entwicklung des
Galerkin-Verfahrens hat man bei den Entwicklungsmoden w; und den Testfunktionen v; eine
groBe Wabhlfreiheit. De facto lassen sich die meisten gangigen gitterbasierten Diskretisierungs-
methoden als Petrov-Galerkin-Verfahren formulieren, wie Fletcher [25] fiir das Finite-Differenzen-,
das Finite-Volumen- und das Finite-Elemente-Verfahren zeigt. Diesen Diskretisierungen ist ge-
mein, dass die Moden nur auf einem oder wenigen Gitterelementen definiert sind und auBerhalb

identisch verschwinden.

Bei den traditionellen Galerkin-Verfahren wird nach [25] gefordert, dass die Test- und Entwick-
lungsfunktionen identisch sind, v; = u; und dass die Moden {u;}:2, ein vollstandiges orthonor-

males Funktionensystem bilden. Diese Einschrankung beinhaltet
(uivuj)Q = 5ij7 Za] 2 17 (210)

und die Konvergenz der Galerkin-Approximation u!™ gegen jedes Element u des Funktionen-
raums,

lim ||u— ™|, = 0. (2.11)

N—oo

Im Regelfall' bedingt Gl. (2.10) eine Ausdehnung von stetigen Moden auf das ganze Gebiet (2. Die

Uberlappung aller Moden im gesamten Ortsbereich macht das traditionelle Galerkin-Verfahren

'Die Moden verschwinden nur auf Nullmengen.



bei groBer Modenanzahl meist rechenaufwendig, jedoch konnen bei den angestrebten niedrigen

Dimensionen N sehr rechenékonomische Modelle entstehen [25].

Die Forderungen des traditionellen Galerkin-Verfahrens schlieBen die gitterbasierten Diskretisie-
rungen aus, enthalten jedoch noch ein reichhaltiges Spektrum von Ansatzen, die sich in der

Bestimmung der Moden u; unterscheiden.

e Bei der mathematischen Variante wird das Modensystem aus funktionalanalytischen
Vollstandigkeitsiiberlegungen hergeleitet. Hierzu gehdren Spektralverfahren basierend auf
Fourier-Zerlegungen oder Tschebyscheff-Polynomen (siehe z.B. [91]). Weitere Funktio-
nensysteme werden durch Wavelets vermittelt [22]. Diese mathematischen Galerkin-
Approximationen ermoglichen sehr effektive Verfahren fiir Konfigurationen mit hoher
Symmetrie, z.B. der Kanalstromung, der Taylor-Couette-Stromung oder der Kugelspalt-
stromung. Fiir komplexe Konfigurationen ist dieser Weg sehr anspruchsvoll und kaum be-

gangen.

e Ausgangspunkt von physikalischen Verfahren ist die Feststellung, dass bei den mathema-
tischen Galerkin-Approximationen keine Eigenschaften der Navier-Stokes-Gleichung einge-
hen. In der Hoffnung auf niederdimensionalere Darstellungen wird eine Entwicklung nach
Eigenmoden einer Linearisierung der Navier-Stokes-Gleichung vorgenommen. Beispiele sind
Stokes-Moden [110], singulare Stokes-Moden aus einer modifizierten Stokes-Gleichung [6],
oder Stabilitdtsmoden der um die stationdre Losung linearisierten Navier-Stokes-Gleichung
[1]. Die numerische Berechnung der Eigenmoden ist sehr aufwendig und bislang nur fiir
geometrisch einfache oder nominal zweidimensionale Stromungen vorgenommen worden.
Desweiteren ist die Vollstandigkeit der Eigenmoden-Systeme nur fiir wenige geometrisch
einfache Konfigurationen gezeigt [36, 110]. Auch die physikalischen Galerkin-Verfahren
scheinen fiir die Entwicklung niederdimensionaler Modelle fiir komplexe Konfigurationen

kaum durchfiihrbar.

e Die empirischen Verfahren basieren auf Daten oder Eigenschaften der zu approximieren-
den Navier-Stokes-Losung. Typischerweise werden Stromungsdaten durch eine Karhunen-
Loeve-Zerlegung niederdimensional dargestellt. Dieser Ansatz kann fiir beliebig komplexe
Konfigurationen verfolgt werden und hat viel niedrigere Dimensionen als die beiden oben
genannten Methoden, bedingt aber zwangslaufig eine geringe dynamische Bandbreite der

Losung.



Der Schwerpunkt vorliegender Arbeit liegt in der Weiterentwicklung empirischer Galerkin-Ver-
fahren, da eine allgemeine Methodologie fiir Stromungen von ingenieurtechnischen Interesse
angestrebt wird. Gegenwartige Projekte des Autors beinhalten die modellbasierte Beeinflussung

von Stromungen um Automobile, von Hochauftriebsfliigeln und von Diisentriebwerken.

2.2 Beispiel eines gewohnlichen Differenzialgleichungs-

Systems

Im Folgenden wird das empirische Galerkin-Verfahren auf ein gewohnliches Differenzialgleichungs-
System mit drei Freiheitsgraden angewandt. Besonderes Augenmerk gilt dem Unterschied zwi-

schen dem urspriinglichen und dem reduzierten, dynamischen System.

2.2.1 Differenzialgleichungs-System

Wir betrachten ein gewdhnliches Differenzialgleichungs-System von der Form (2.8):

u = fi(u,v,w)=(p—w)u—w, (2.12a)
v = folu,v,w) = (p—w)v+u, (2.12Db)
W o= f3(u,v,w) = —w+u? + v (2.12¢)

wobei 1 > 0 ist. Gelegentlich werden der Zustand und dessen Ableitung als Vektoren zusam-

mengefasst, u := (u,v,w) und f := (f1, fa, f3).
Gleichung (2.12) hat die instabile stationdre Losung
Uy = Vg = wg = 0 (2.13)
und einen Grenzzyklus als global stabilen Attraktor:
up =/l cos(t —tg), v, =+/psin(t —to), w,=p, (2.14)

wobei ty eine beliebig wahlbare Phase darstellt. Abbildung 2.1 zeigt ein Phasenportrait von Gl.
(2.12).

Dieses System basiert auf einer Zentralmannigfaltigkeits-Approximation eines mathematischen

Galerkin-Modells der periodischen Zylinderumstromung [17]. Es besitzt daher nicht zufillig viele



Abbildung. 2.1: Phasen-Portrait von Gl. (2.12) — gestreckt in der w-Komponente. In den
dargestellten Ebenen werden die Integrallinien der tangentialen Flusskomponente visualisiert.
Die untere (obere) horizonate Ebene enthilt den instabilen Fixpunkt (stabilen Grenzzyklus).
Die Halbebene v = 0 visualisiert das Einschwingen auf den Mean-Field-Paraboloid w = u? +
v? (halbtransparante Fliche). Die rote Kurve auf dem Mean-Field-Paraboloid beschreibt einen

Einschwingvorgang vom Fixpunkt (2.13) auf den Grenzzyklus (2.14).

Eigenschaften von selbstangefachten, amplitudenbeschrankten Stromungsinstabilitaten. Hierzu
gehoren (siehe [80]):

1. nur lineare und quadratische Termen in der Bewegungsgleichung (2.12),

2. ein instabiler Fixpunkt (2.13),

3. ein stabiler Grenzzyklus (2.14),

4. eine Zentralmannigfaltigkeit w = u? + v? auf denen Trajektorien schnell konvergieren,

5. und die Differenz (0,0, ) zwischen der stationdren und der gemittelten periodischen

Losung.



2.2.2 Karhunen-Loéeve-Zerlegung

Die Karhunen-Loeve-Zerlegung [56] charakterisiert und sortiert die energetischen Fluktuations-
richtungen eines Attraktors im Phasenraum. Der Mittelwert ug := (ug, vo, wg) vom Grenzzyklus

(2.14) ist gegeben durch
ug =0, vy=0, wy=p. (2.15)

Die Autokorrelations-Matrix der Fluktuation u’ := (v/,v’, w’) lautet

wu' uv' uw! w/2 0 0
R:=1| vu v Jw |= 0 w/2 0 |. (2.16)
w'y wv ww' 0 0 O

Durch die Uberstreichung wird die Mittelwertbildung iiber eine Periode dargestellt.

Die Karhunen-Loeve-Moden erfiillen die Eigenwert-Gleichung
Rui = )\2 u;, (217)

wobei A\ = Ay = p/2 mit u; = (1,0,0), uy = (0,1,0). Der Kern e3 = (0,0, 1) hat verschwin-

dende Energie A3 = 0 und wird nicht als Karhunen-Loeve-Mode betrachtet.

Die aus der Karhunen-Loéve-Zerlegung resultierende Galerkin-Approximation spannt die Ebene
des Grenzzyklus auf,
2 ._

ll[ Up + a1uy + aoUs (218)

wobei a; = /ji cos(t—ty), ag = \/p sin(t—tg). Diese Approximation |6st exakt die Fluktuations-

energie des Grenzzyklus auf.

2.2.3 Galerkin-Modell

Bei der Entwicklung des Galerkin-Modells folgen wir §2.1. Das Residuum der Differenzialgleichung
ist definiert durch AV[u] := 0 — f(u). Dem inneren Produkt des £? entspricht das Euklidische
Produkt. Somit fiihrt die Galerkin-Projektion auf die Karhunen-Loéve-Moden zu u;- N [u[z]} =0

und damit zu

dl = —ag, (219&)
dg = ai. (219b)



Dieses System beschreibt ein Zentrum, welches neben dem Grenzzyklus (2.14) noch ein Kontinu-
um von anderen periodischen Lésungen mit gleicher Frequenz aber unterschiedlichen Amplituden

beinhaltet.

Als Schlussfolgerungen halten wir fest:

1. Die Karhunen-Loeve-Zerlegung (2.18) beschreibt exakt den Grenzzyklus. Das zugehdrige

Galerkin-System (2.19) beherbergt die entsprechenden periodischen Fourier-Koeffizienten.

2. Die Stabilitatseigenschaft des Grenzzyklus wird nicht bei der Galerkin-Projektion bewahrt.
Aus einer asymptotisch stabilen Losung wird eine marginal stabile Losung. Mit anderen
Worten, die Dynamik von infinitesimalen Storungen des Attraktors wird nicht richtig auf-

gelost.

3. Neben dem Grenzzyklus enthdlt das Galerkin-System noch viele andere unphysikalische
Loésungen. Insbesondere entspricht der Fixpunkt des Galerkin-Modells (u, v, w) = (0,0, u)
nicht dem Fixpunkt (0,0,0) des origindren Systems.

4. Das Galerkin-System ist strukturell instabil, d.h. kleine Anderungen in dem Galerkin-System
fiihren zu groBen Anderungen der Galerkin-Losung. So fiihrt ein beliebig kleiner Term der

Form +eca; in Gl. (2.19a) zur Divergenz fiir ¢ > 0.

5. Die Karhunen-Loeve-Zerlegung beschreibt nur den Grenzzyklus in der Ebene w = p und
keinen Grenzzyklus fiir einen anderen p-Wert. Insbesondere ist der Fixpunkt (0,0, 0) nicht

in der Galerkin-Approximation (2.18) darstellbar.

Die Herausforderungen 2-4 sind offensichtlich mit der 5. Eigenschaft verbunden, d.h. die
Erganzung der Galerkin-Approximation um die dritte Raumrichtung stellt das origindre System

wieder her.

Das Beispielsystem zeigt, warum die Entwicklungen von empirischen Galerkin-Modellen sich
schwierig gestalten kann: energetisch vernachlassigbare Phasenraumrichtungen konnen fiir
die Transientendynamik sehr wichtig sein. Diese Raumrichtungen sind ggf. in der Galerkin-

Approximation zu erganzen.



2.3 Beispiel einer partiellen Differenzialgleichung

Im Folgenden wird ein empirisches Galerkin-Modell von der Losung einer partiellen Differenzial-
gleichung entwickelt. An diesem Beispiel werden Eigenschaften der niederdimensionalen Darstel-

lung von der WirbelstraBe und der Kelvin-Helmholtz-Instabilitat analytisch herausgearbeitet.

2.3.1 Differenzialgleichungs-System

Wir betrachten eine Stromung in einem kartesischen Koordinaten-System x,y,z. Die Grund-
stromung sei (1,0,0), wobei im Folgenden von entdimensionalisierten GroBen ausgegangen wird.

Die Geschwindigkeit werde im halbunendlichen Gebiet = > 0 als Transversalwelle angenommen,
u(x,t) = (0,u(z,t),0). (2.20)
Dieser Ansatz fiihrt in der Navier-Stokes-Gleichung zur linearen Konvektion-Diffusions-Gleichung
Ou+0pu=v0d, u, (2.21)

wobei v die reziproke Reynolds-Zahl darstellt. Diese partielle Gleichung werde durch eine Rand-
bedingung bei z = 0,
u(0,t) = cos t, (2.22)

erganzt. Wir fordern keine Anfangsbedingung, da — wie in §2.2 — die auskonvergierte Losung

beschrieben werden soll.

Die wellenformige Signatur der transversalen Geschwindigkeitskomponente finden wir in nach-
folgenden Kapiteln auch in den Grobstrukturen der von Karman'schen WirbelstraBe und der
Kelvin-Helmholtz-Instabilitat. Das Rechenbeispiel soll uns als einfacher analytisch bearbeitbarer

Prototyp dieser Stromungsoszillationen dienen.

Die auskonvergierte Losung von Gin. (2.21) und (2.22) wird in dem komplexwertigen Losungs-

ansatz

w=e* Tt k= B4

unter der Nebenbedingung R{u(0,t)} = cost gesucht. Hierbei ist » die imaginadre Einheit, k
die komplexe Wellenzahl aus reeller Abklingrate v und der reellwertigen Wellenzahl (3, und

bezeichnet den Realteil. Da die partielle Differenzialgleichung linear ist, kann der Imaginarteil



von u vernachlassigt werden. Der Realteil des Ansatzes ergibt sich nach kurzer Rechnung zu

u(z,t) = e cos(fr —1), (2.23a)
a = i [\/2 +2V1+4+ 1612 — 2] : (2.23b)
g = i [\/—2 +2V1+ 16 V2J . (2.23¢)

Die Losung beschreibt eine exponentiell abklingende Transversalwelle mit konstanter Wellenzahl.

Im Limes kleiner Zahigkeit v — 0 vereinfacht sich die Abklingrate und Wellenzahl zu

a = v+0@WP), (2.24a)
B = 1+0@?). (2.24b)

Die Wellenzahl konvergiert gegen den entsprechenden Wert der Lésung v = cos(x — t) von der

Konvektionsgleichung d,u 4 0,u = 0 unter der Randbedingung (2.22).

Die Abklingrate v lasst sich aus einer zeitlichen Approximation der Wellenbewegung ableiten. Fiir
kleine Zahigkeiten v < 1 dndert sich die Amplitude kaum in z-Richtung, sodass der lokale Ansatz
u = Acos(x — t) verwendet werden kann. In einem mitbewegten System z’ = x — ¢ vereinfacht
sich Gl. (2.21) zu yu = v 0%, u und der Wellenansatz zu u = A cos’. Hieraus folgt A o e™**.
Die zeitliche Abklingrate v in einem Bezugssystem mit einer Konvektionsgeschwindigkeit von 1
entspricht der gleichen raumlichen Abklingrate v, wie bereits in Gl. (2.24a) hergeleitet. Die ver-
wendete Umrechnung von raumlicher und zeitlicher Anfachungsrate ist als Gaster- Transformation

in der Stabilitatstheorie bekannt [32].

2.3.2 Karhunen-Loeve-Zerlegung

Die Galerkin-Approximation wird im Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen £2(Q) auf

dem Gebiet der nichtnegativen reellen Zahlen 2 := {z: 2 > 0} beschrieben. Das innere Produkt

[e.e]

(1, v), = / dz v, (2.25)

ist ein Spezialfall von Gl. (2.5). Wegen des exponentiellen Abklingens der Lésung ist die Norm
der Losung (2.23) endlich.

Die Losung (2.23) Iasst sich darstellen durch

u(z, t) = by (t) vi(z) + ba(t) vo(x), (2.26)



wobei v; = €7 cos(fz) vy = e~ sin(fx), by = cost, by = sint, d.h. sie befindet sich in

einem zweidimensionalen Unterraum des £2(Q).

Die Autokorrelations-Funktion fiir z, 7 > 0 misst die Korrelation zwischen den u-Werten an zwei
Orten,
- 1
R(z,y) = ulz,t) u(y,t) = 5 e =) cos (6 [z —y]).- (2.27)

Die Karhunen-Loeve-Moden w; mit Eigenwerten \; werden als Eigenfunktionen der Fred-

holm’schen Gleichung bestimmt. In Analogie zu Gl. (2.17) aus §2.2 lautet die Gleichung

[e.9]

/dy R(z,y) u; (y) = A ui(x), (2.28)

0
wobei — wie bei dem inneren Produkt — die Matrix-Multiplikation im Euklidischen Raum durch
eine Integration im Funktionenraum ersetzt wird. Aus der Symmetrie des Kerns, R(x,y) =

R(y, x) folgt die Orthogonalitat der Eigenfunktionen.
Die Karhunen-Loéve-Moden bleiben in dem Unterraum aus Gl. (2.26), d.h. sind darstellbar durch
wi(z) = by v1(x) + by; vo(x). (2.29)
Damit lautet die rechte Seite von Gl. (2.28)
i wi(x) = N by v1(x) + A by va(x). (2.30)

Entsprechend folgt fiir die linke Seite von Gl. (2.28)

[e.e]

/dy R (z,y) w;i(y) = (Ru1 by + Ry by;) vi(x) + (Ra1 by + Rag ba;) va(x), (2.31)
0

wobei
Ru Ry} 1 B+2a® af
R21 R22 . 8o (Oé2 + 62) (0% ﬁ 52 ‘
Zusammengefasst wird Gl. (2.28) dargestellt durch

(R11 b1 + Ria by — Ai b1i) vi(x) + (Ray by + Rag by — A by;) va(x) = 0. (2.32)

Die Koeffizienten in Gl. (2.32) verschwinden, da v; und v, linear unabhiangige Funktionen sind,

und es folgt ein Eigenwert-Problem in Matrixform:

(311 Rm> (znz-): <b> -
Rgl R22 bzi b2i



Die Karhunen-Loeve-Eigenwerte berechnen sich aus Gl. (2.33) zu

B >+ 32 ta \/m
Mo = Sa (21 ) ) (2.34)

Die Koeffizienten des Ansatzes der Karhunen-Loéve-Moden (2.29) werden mit ||u;|lq = 1 nor-

miert und betragen

bir b _ 6] 6] I6; (2.35)
o1 ba2 V2o \ —a+ 2+ @ —a— 2+ 2 ) '
Mit Gl. (2.29) folgt fiir die Karhunen-Loéve-Moden

u(z) = % e~ [ﬂ cos(fBzx) + (—a + v/ a? +62> sin(ﬂm)] : (2.36a)

us(z) = % e [ﬁ cos(fx) + (—a - \/W) sin(ﬁx)] : (2.36b)

Die zur Losung (2.23) gehdrigen Fourier-Koeffizienten lauten

a(t) = V2 [(a ++va?+ ﬁ2> cost + [ sint} , (2.37a)

Vava i
as(t) = V2 [(—oz + a2+ 52) cost — (3 sin t] : (2.37b)

4y/a/a?+ 32

Im Limes kleiner Zahigkeiten vereinfacht sich die Karhunen-Loéve-Zerlegung zu

Ao = L=v ;/O (V2>, (2.38a)
wa(z) = ve ™ [cos(zFa/4)+0 (V)] (2.38b)
walt) = —— [cos(tF /) +0 ()] (2.38¢)

4w
Die Moden u; 5 sind um 90° phasenversetzte, abklingende, laufende Wellen (siehe Abb. 2.2a)
Dieser Phasenversatz stellt die Orthogonalitat (uy, us)q = 0 sicher. Mit abnehmender Viskositat
v wichst die rdumliche Ausdehnung der Moden mit 1/v. Der zu /v proportionale Vorfaktor

folgt somit aus der Normierungsbedingung ||u;||o = 1.

Die Eigenwerte A, charakterisieren den Energiegehalt der Moden u; 5. Dieser Energiegehalt
wird mit abnehmender Viskositat v groBer, da die Transversalwelle langsamer abklingt (sie-
he Abb. 2.2b). Entsprechend wurden in [20] zunehmende Energieniveaus vergleichbarer Moden
fir die von Karman’'sche WirbelstraBe bei zunehmender Reynolds-Zahl beobachtet. Desweite-

ren wird der relative Unterschied der Energien in beiden Moden geringer. Bei Modenpaaren, die
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Abbildung. 2.2: Karhunen-Loéve-Zerlegung der Losung der Konvektion-Diffusions-Gleichung
(2.21). (a) Moden w, (durchgezogene Linie) und u, (gestrichelte Linie) in Abhangigkeit vom

Ort x bei der Viskositit v = 0.2. (b) Eigenwerte \; (o) und Xy (o) in Abhédngigkeit von v in
doppelt-logarithmischer Auftragung.

eine laufende Welle aufspannen, wurden schon in der Grenzschicht [95] und dem periodischen
Kreiszylinder-Nachlauf [20] dhnliche Energieniveaus gefunden. Interessanterweise ist der relative

Unterschied der Energie-Niveaus proportional zur Abklingrate, d.h. steht mit der Veranderung in

Stromungsrichtung in Beziehung.

2.3.3 Galerkin-Modell

Mit der traditionellen Galerkin-Projektion wird aus Gl. (2.3) ein Galerkin-System abgeleitet. Die
Projektion der Zeitableitung fiihrt zu

(wi, ) = (wi, O (a1 wg +azug))g Galerkin-Entwicklung)

= (w;, a1 uy + s us)g Zeitunabhangigkeit der Moden)

= a1 0;1 + Q9 00 Orthonormalitat der Moden)

(
(

= a1 (u,w)g + as (u,us)qg (Bilinearitat des inneren Produkts)
(

= & (

Eigenschaft des Kronecker-Symbols).

Analog ergibt sich fiir die Projektion des Konvektivterms

(UZ', —8x [CLl Uq -+ a9 Ug])Q = C;1 a1 + CioQ9, = 1, 2, (239)



wobei
C11 C12 L (a4 o+ o? + ﬁ2
Co1 €292 ‘ o+ 4/ o? + 52 «Q ‘

Die Projektion des Zahigkeitsterms fiihrt zu einem weiteren linearen Term,

(Ui, 82 [0,1 Uy + ao Ug])Q = dil ay + dig as, 1= 1, 2, (240)

Trr

wobei

(dll d12>'_< Oé2—ﬁ2 Oé2—|—20é\/0é2‘|‘62>

do1  das
Zusammengefasst ergibt sich das Galerkin-System
2
di = Z l,’j Qj, (241)
j=1

wobei

il \ [ entvdu catvda | 0 cio + v dip

CYREY Co1 +Vdy o+ Vdy Co1 + v dy 0
Dieses Galerkin-System beherbergt die Fourier-Koeffizienten (2.37) der Losung. Dies folgt — wie
in §2.2 — aus der Tatsache, dass mit der Entwicklung (2.3) eine exakte Losungsdarstellung vor-
liegt und somit das Galerkin-System exakt erfiillt wird. Die ,Unwucht' l15/l5; = —A; /Ay erlaubt

die unterschiedlichen Amplituden der Koeffizienten a;. Im Limes kleiner Zahigkeiten konvergieren

112 — 1 und l21 — —1.

Das Galerkin-System beinhaltet neben der Losung des Randwert-Problems noch weitere Losun-
gen mit anderen Phasen und anderen Amplituden, d.h. Losungen, die anderen periodischen
Randbedingungen als GI. (2.22) geniigen. Dieses ist eine allgemeine Eigenschaft von empirischen

Galerkin-Modellen in endlichen Gebieten [97].



3. Niederdimensionale Galerkin-

Modellierung

Die empirische Galerkin-Methode (§3.1) wird erganzt durch eine analytisch ableitbare Druckterm-
Darstellung (§3.2) und eine Verallgemeinerung der Galerkin-Approximation fiir Transienten
(§3.3). Diese Neuerungen tragen entscheidend zu einer quantitativ befriedigenden Modellierung
von einschwingenden und eingeschwungenen Scherstromungen bei, ohne dass auf empirisch mo-
tivierte Zusatzterme zuriickgegriffen werden muss. In §3.4 wird mit einer vollstandigen modalen
Energiefluss-Analyse eine Moglichkeit geboten, die Genauigkeit von Simulationsdaten und des

Galerkin-Modells zu bewerten.

3.1 Galerkin-Methode

Die Stromung wird in einem kartesischen Koordinaten-System x,1,z beschrieben, wobei die -
Achse in Stromungsrichtung zeigt, die y-Achse in die Richtung der Scherung, und die 2-Achse in
Spannrichtung. Die Einheitsvektoren in positiver z-, y- und z-Richtung werden durch e,, e, und
e., respektive, gekennzeichnet. Entsprechend werden in der Geschwindigkeit u die kartesischen
Komponenten v := e, -u, v := e, - u und w := e, - u zusammengefasst. Im Folgenden
wird davon ausgegangen, dass alle GroBen mit der maximalen Anstromgeschwindigkeit U, der

charakteristischen Lange L und der Dichte p entdimensionalisiert sind.

Die Bewegung von inkompressiblen Stromungen wird beschrieben durch die Kontinuitats-
gleichung,
V.-u=0, (3.1)

und die Navier-Stokes-Gleichung
du+V-(u®u)=—-Vp+rAu, (3.2)
wobei v = 1/Re die reziproke Reynolds-Zahl darstellt.

Fiir die untersuchte Scherstromung werden mit einer Dirichlet-Bedingung die Geschwindigkeit

urg am Einstromrand sowie an den oberen und unteren Gebietsgrenzen vorgegeben,

u(x,t) = urs(x,t). (3.3)



Die Geschwindigkeitsfluktuation erfiillt die homogenisierte Dirichlet-Bedingung,
u(x,t) =0. (3.4)
Bei dem Ausstromrand wird eine konvektive Randbedingung gewahlt,
ou+U.0,u=0, (3.5)
wobei U, die geschatzte Konvektionsgeschwindigkeit der ausstromenden Wirbel darstellt.

In Spannrichtung wird eine Periodizitat mit der Wellenlange L. angenommen,

u(:)s,y,O,t) = u(x,y,Lz,t). (36)

Diese Randbedingungen wurden bereits in zahlreichen dreidimensionalen Simulationen von

Kreiszylinder-Nachldufen und Scherschichten gewihlt [16, 44, 58, 132].

Fiir die Galerkin-Modellierung fiihren wir eine Kurznotation des Gebietsintegrals und des Rand-

integrals von einer beliegen GroBe F' bzw. einem Vektor f im Gebiet €2 ein:

(F)g = /{/dxF(x), (3.7)

Q

flog = kK j{dA-f(x). (3.8)
o9

Fiir eine zweidimensionale Stromung ist kK = 1, dx = dx dy und dA die nach auBen zeigende
Normale n ds, wobei n - n = 1 und ds die Bogenlange darstellt. Fiir ein dreidimensionales
Gebiet gilt dx = dx dy dz und dA reprasentiert das nach auBen gerichtete Flachenelement. Des
Weiteren gilt K = 1/L,, d.h. Volumen- und Flachenintegral beziehen sich auf die Einheitslange
in Spannrichtung. Diese Form der Normierung stellt die Vergleichbarkeit der Integrale von 2D
und 3D Konfigurationen sicher, d.h. die Volumen- und Flachenintegrale einer 2D Stromung in

dem 3D Gebiet entsprechen den Werten der Flachen- und Linienintegrale im 2D Gebiet.

Das innere Produkt zwischen zwei Geschwindigkeitsfeldern u und v lasst sich durch das Volumen-

integral (3.7) definieren,
(V) = (1 V). (39)

Die zugehorige Norm von u lautet

lullq ==/ (u,u)g. (3.10)



In der Galerkin-Approximation wird das mittlere Geschwindigkeitsfeld uy = @ als Grundmode
eingefiihrt,

N

u(x, t) & ul(x 1) = up(x) + ) ai(t) wix) =Y ai(t) wi(x), (3.11)

i=1 i=0
wobei ag = 1. Die Grundmode erfiillt eine oder mehrere der oben aufgefiihrten Randbedingungen,
d.h. (3.3), (3.5) oder (3.6), wahrend die Entwicklungsmoden u;, i@ > 1 den homogenisierten
Randbedingungen geniigen, d.h. (3.4), (3.5) oder (3.6). Damit ist die Erfiillung der Rand-
bedingungen der Entwicklung (3.11) fiir jede Wahl der Fourier-Koeffizienten a;, i > 1 sicher-
gestellt, sodass die Galerkin-Methode zu einem inneren Verfahren fiihrt. Desweiteren iibertragt

sich bei der Karhunen-Loéve-Zerlegung die Inkompressibilitat der Strémung auf die Moden [38],
V-ou =0, i=0,1,...,N, (3.12)

die orthonormiert sind,
(lli, Uj)Q :52'3'7 ’L,j = 1,...,N. (313)

Damit ergibt sich fiir die Fourier-Koeffizienten
a; = (0;, u—1g),, i=1,...,N. (3.14)

Die Entwicklung (3.11) kann als Aufspaltung der Fluktuation in der Reynolds-Zerlegung in modale

Beitrage ul betrachtet werden,

u(x,t) = uy+u, (3.15a)
N

u = Z u’, (3.15b)
i=1

ul = a;u,. (3.15¢)

Die ersten und zweiten Momente der Fourier-Koeffizienten werden aus dem Anhang A {ibernom-

men,

ai:O, aiaj:)\iéij, Z,jzl,,N (316)

Die Eigenschaften des raumlichen und zeitlichen Verhaltens der Galerkin-Approximation werden

in Tab. 3.1 zusammengefasst.

Fiir die Galerkin-Modellierung wird — wie in den Beispielen aus Kapitel 2 — das Residuum der

Navier-Stokes-Gleichung definiert,

Nu:=0u+V:(u®u)+ Vp—rvAu, (3.17)



Tabelle. 3.1: Eigenschaften der Moden der Galerkin-Approximation

Eigenschaften Grundmode ug Fluktuationsmoden u;, i =1,..., N

Inkompressibilitat V-u =0 V-u =0

Randbedingungen inhomogen, z.B. (3.3) | homogenisiert, z.B. (3.4)

Orthonormalitat — (w,uj) =4d;; Vi,je{l,2,...,N}

Zeitverhalten ag =1 a; = a;(t), @, =0, @G a; = \; 0y

und auf die i-te Mode projeziert,

(w;, N [u™]), = 0. (3.18)

Q

In geschlossenen Stromungen mit stationdren oder periodischen Randbedingungen leistet der

Druckterm keinen Beitrag zu der Dynamik [38] und das resultierende Galerkin-System lautet

N N
%ai:VZlijaj—i-qujkajak, i=1,...,N. (3.19)
5=0 4,k=0
Die Koeffizienten [;; und ¢, berechnen sich aus den Moden wie folgt. Die Koeffizienten des
Zahigkeitsterms betragen [;; := (w;, Auj), = — (VoW : VR uy), + [u; - V@uyl,,, wobei
bei der Umformung die Green'sche Formel verwendet wurde. Das Symbol ,: * bezeichnet die
doppelte Kontraktion in der Tensoralgebra. In vorliegender Formel werden durch die Kontraktion

zwei quadratische Matrizen A = (A;,,,) und B = (By,,,) auf einen reellen Wert abgebildet,

A: B = ZAlm Bml-
lm

Man beachte, dass sich die Differenziationsordnung von [;; durch Verwendung der Green'schen
Formel von zwei auf eins reduziert, wodurch sich auch der Diskretisierungsfehler verringert.
Die Koeffizienten des Konvektivterms haben ebenfalls nur Ableitungen erster Ordnung, qf’jk =
(u;, V- [u; ® ug))g,. Die Summation in (3.19) beginnt bei j, & = 0, d.h. die Zahigkeits- und
Konvektivterme enthalten auch konstante und lineare Wechselwirkungen mit der Grundstromung
uy. Tabelle 3.2 zeigt ein Herleitungsdiagramm fiir das Galerkin-System, welches die Druckterm-

Darstellung aus dem folgenden Abschnitt der Vollstandigkeit halber antizipiert.



Tabelle. 3.2: Herleitungsschema fiir das Galerkin-System (GS). In jeder Spalte stehen alle Terme
der Navier-Stokes-Gleichung (NSG), die zeilenartig in lokaler Beschleunigung, konvektiver Be-
schleunigung, Zihigkeitsterm und Druckterm zusammengefasst werden. Von links nach rechts ist
die NSG in urspriinglicher Form, nach der Reynolds-Zerlegung, nach der Galerkin-Projektion und
nach weiteren Zusammentassungen des Galerkin-Systems dargestellt. Man beachte, dass ay = 1.
Die Galerkin-Projektion des Druckterms wird in §3.2 abgeleitet und nicht in einen konstanten,

linearen und quadratischen Term aufgespalten.

NSG NSG mit Galerkin- Galerkin- Galerkin-
u=muy+u Projektion System System

(vereinfacht)

— ’r_ ! _ d _ d
@u = 8tu = (ul-, 8tu )Q = %CLZ' =

adi =

V- [u®u] | =V-[ug®@ug] | —(u;, V- [ug®ug))g, | oo

N
V@] | = (w, V- [u@ul)g | + 3 ¢
j=1

N
—V-(u@u] | —(u, V- [ug@u]), |+ ¢a

j=1
N N
-V [u/ ® u’] — (ui, V- [u/ ® u’])Q + _;qujkajak + ';0 qukajak
]7 = ]7 =
+v/Au +rAu +v (u;, Aug),, +vly
N N
+vAu’ +v (u;, Au')g +v Y lja;4 +v Y lija;
j=1 J=0
N N
—Vp —Vpo — (wi, Vipo)g + _;Oqzk%’ak + ';0 Q1,5
]7 = ]7 =

-V — (w;, V')

3.2 Galerkin-Darstellung des Druckterms

Die addquate Galerkin-Darstellung des Druckterms war Gegenstand vieler Ansatze und Diskus-

sionen in der Literatur:

1. Fiir periodisch fortgesetzte Rohr- und Kanalstromungen lasst sich leicht zeigen, dass
der Druckterm verschwindet [9, 64]. Ebenso kann dies fiir geschlossene Strémungen mit

stationdren Randbedingungen bewiesen werden [49]. Die Inkompressibilitdt der Moden



ermoglicht namlich eine Transformation des Galerkin-projezierten Druckterms in ein Ober-

flachenintegral nach dem Gauss'schen Integralsatz,

(ui, =Vp)g=—(u; Vp)g == (V- [pui])g == [puy, -
Mit u; = 0 am Rand verschwindet auch der Druckterm.

. Fiir bestimmte numerische Umstrémungsprobleme mit stressfreien Ausstrombedingungen
kann ebenfalls das Verschwinden der Galerkin-Projektion des Druckterms gezeigt wer-
den [1, 20]. Mit diesen Randbedingungen wird eine moglicherweise wichtige Druckleistung
vernachlissigt [84], sodass die Randbedingung einen ggf. unphysikalischen Eingriff in die
Physik bedeuten kann.

. In der Pionierarbeit [3] wurde das erste empirische Galerkin-Modell fiir die Dynamik der
turbulenten Grenzschicht vorgeschlagen. Auf die Wichtigkeit des Druckterms wurde hinge-
wiesen und durch einen empirischen Druckkraft-Term in dem Galerkin-Modell Rechnung
getragen. Dieser sehr heuristische Kraftterm koppelt nicht mit der Strémung zuriick und

wurde in der Literatur kaum weiter verfolgt.

. Rempfer [95] weicht daher bei der empirischen Galerkin-Modellierung der transitionellen

Grenzschicht auf die druckfreie Wirbeltransport-Gleichung fiir w = V x u aus,
Ow+u-Vw=—-w-Vou+rAw. (3.20)

Bei der Galerkin-Projektion auf diese Gleichung braucht der Druckterm nicht modelliert
zu werden. Man handelt sich jedoch eine kompliziertere Darstellung der Zeitableitung mit

einer Massenmatrix mg; ein,

N N N
Yomba;=v Y Iaj+ Y g5 a5 a (3.21)

3=0 j=0 §,k=0
w
179
Ableitungsordnung im Raum von mindestens 2. Bei mathematischen Galerkin-Modellen

wird ein dhnlicher Weg verfolgt [13, 73, 74].

wobei 7, ¢;7; weitere modenabhéngige Koeffizienten sind. Der Ansatz bedingt eine hohere

. In [31] wird die hohere Ableitungsordnung durch Projektion auf die Navier-Stokes-Gleichung
N

vermieden und eine lineare Druckdarstellung (u;, —Vp)o = > If; a; im Galerkin-System
j=1

postuliert. Die Koeffizienten lfj werden durch Minimierung des Galerkin-System-Residuums

angepasst.



Die begangenen Wege fiir die offene Strémung sind aus verschiedenen Griinden unbefriedigend.
Das Ausweichen auf die Wirbeltransport-Gleichung ist eine mathematisch exakte Modellierung,
jedoch numerisch wegen der héheren Ableitungsordnung ungiinstig. Bei Large-Eddy-Simulationen
zweiter Diskretisierungsordnung konnen die zweiten numerischen Raumableitungen eine groBe
Fehlerquelle darstellen [A. IoLLO 2005, private Mitteilung]. AuBerdem lasst sich in dem resul-

tierenden Galerkin-System der Einfluss des Druckterms nicht direkt spezifizieren.

Die Einfiihrung empirischer Galerkin-System-Terme nach Projektion auf die Navier-Stokes-
Gleichung ist akademisch unbefriedigend. Der Druck ist eine Funktion des Geschwindigkeitsfeldes

und sollte sich somit als analytische Funktion der Fourier-Koeffizienten darstellen lassen.

In vorliegender Arbeit wird ein Ansatz verschiedener Autoren auf der Basis der Druck-Poisson-

Gleichung fiir geschlossene Stromungen weiterverfolgt [38]. Die Druck-Poisson-Gleichung lautet
Ap = s, (3.22)

wobei der Quellterm sich darstellen lasst durch

s = [Veu] : [V®uy]
= |V® (Z ajuj>] V® (Z aju])] (3.23)
= ;0 Sjk j Af

mit s;, == [V ®@u;] : [V ® ug]. Den Druck entwickeln wir analog zum Quellterm,

N
p= Z Pk aj G, (3-24)
4,k=0
und fordern
Apjk = Sjk, j,/{Z = 0,1,...,N. (325)

Augenscheinlich 16st der Ansatz (3.24) mit (3.25) die Druck-Poisson-Gleichung. Fiir die Galerkin-
Projektion des Druckterms folgt

(w;, =Vp)g = (ui, -V

N N
Z Pik Qj ak]) = Z iyr, @j ar, (3.26)
Q

J,k=0 3,k=0
wobei quk := (uy, Vpji)g,- Die Form des resultierenden Galerkin-Systems wird somit durch den
Druckterm nicht verandert,

N N
él,i =V Z lijaj -+ Z Gijk A5 Q. (327)
j=0

7,k=0



Lediglich die Koeffizienten des quadratischen Terms werden gemaB ¢, = quk + quk geandert.

Fiir geschlossene Strémung wird die Druckentwicklung (3.24) bereits seit vielen Jahren ver-
wendet [110], jedoch ist diese Entwicklung ohne Bedeutung fiir das Galerkin-System wegen
quk = 0. Fiir offene Stromungen besteht die Crux der Druckentwicklung in der Erfiillung der
Randbedingungen [97]. Hierfiir wurde erstmals vom Autor [84] eine exakte Druckterm-Darstellung
bei Dirichlet’schen (3.3), periodischen (3.6) und konvektiven Randbedingungen (3.5) abgeleitet.
Auf eine Wiederholung der im Originalartikel beschriebenen aufwendigen Analytik sei hier ver-

zichtet.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, dass der in [95] mit der Wirbeltransport-Gleichung einge-
schlagene Weg ebenfalls zu einem Galerkin-System der Form (3.27) fiihrt, wenn man Gl. (3.21)
nach den @; auflost. Der Einfluss des Druckterms ist dort schon implizit in den g;;;, enthalten,

d.h. die Wirkung des Konvektiv- und Druckterms werden gemeinsam in einem Term aufgel0st.

3.3 (Galerkin-Darstellung der Transienten

Die Karhunen-Loeve-Zerlegung fiihrt zu einer Galerkin-Approximation mit dem geringst mogli-

chen zeitgemittelten Residuumsquadrat
Ry = [Ju — a3,

bei gegebener Anzahl der Moden N [38]. Diese Optimalitatseigenschaft bedeutet eine maximale
Datenkompression, d.h. statt M Schnappschiissen braucht man bei vorgegebenem maxima-
lem Fehler fiir R2 nur N Karhunen-Loéve-Moden und N M Fourier-Koeffizienten zu speichern.
Datenkompressionen von einer und mehr GréBenordnungen sind oft erzielbar. Die Optimalitats-
eigenschaft kann aber bei dem Galerkin-Modell zu dem Verlust von dynamisch wichtigen Phasen-
raumrichtungen fiihren, wie wir am Beispiel des gewdhnlichen Differenzialgleichungs-Systems aus
§2.2 gesehen haben. Der Verlust dieser Phasenraumrichtungen kann im Extremfall dazu fiihren,
dass eine global stabile, periodische Stromung bei der Galerkin-Projektion auf einen instabilen

Grenzzyklus abgebildet wird, d.h. ein wenig sinnvolles Galerkin-System entsteht [98].

Im Regelfall haben die vernachlassigten Phasenraumrichtungen einen stabilisierenden Effekt auf
den Galerkin-Attraktor. Eine realistische Darstellung von Transienten kann bei der empirischen
Galerkin-Methode nicht erwartet werden [80, 84]. Im Vergleich zu den empirischen Modellen

sind die mathematischen und physikalischen Varianten tendenziell weniger genau bei der Re-



produktion des Attraktors. Jedoch haben die nicht-empirischen Varianten mit mindestens einer

GroBenordnung mehr an Moden eine viel realistischere Darstellung der Transienten.

Als Beispiel soll der zweidimensionale periodische Nachlauf eines Kreiszylinders bei der
Reynolds-Zahl 100 dienen. Eine FEM-Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichung von dritter
Diskretisierungsordnung in Raum und Zeit basiert auf knapp 16000 Gitterpunkte [80] und erzielt
O(1%) Genauigkeit. Das empirische Galerkin-Modell reproduziert mit 6 Moden die Navier-Stokes-
Simulation mit 1% Genauigkeit. Eine mathematische Galerkin-Variante [74] bendtigt hingegen
63 Moden fiir O(10%) Genauigkeit. Diese mathematische Variante kann aber dafiir die Insta-
bilitdtseigenschaften und die Transienten auf einem Reynolds-Zahl-Intervall von 1 bis 300 [73]

ebenfalls mit 10% Genauigkeit auflésen, wohingegen das empirische Modell versagt.

Bei komplexen Geometrien ist die Konstruktion von mathematischen und physikalischen Moden
mit z.Z. kaum Uiberwindbaren analytischen und numerischen Komplikationen verbunden. Ein oft
begangener Weg ist die Verallgemeinerung der Karhunen-Loéve-Zerlegung mit den fehlenden

dynamisch wichtigen Phasenraumrichtungen. Hierfiir gibt es verschiedene Varianten:

1. In dem Schnappschuss-Ensemble fiir die Karhunen-Loéve-Zerlegung werden natiirliche
Transienten eingeschlossen [20]. Hierdurch wird das Galerkin-System im Regelfall stabi-
ler, aber die Eigenschaften des Systems hangen stark von der gewahlten Transiente ab.
Sind zu viele Schnappschiisse in der transienten Phase, wird der Attraktor ggf. nicht genau
aufgelost. Sind zu viele Schnappschiisse in der eingeschwungenen Phase, wird der Attraktor

kaum stabilisiert.

2. Ein zweiter Weg sind Schnappschuss-Ensemble von angeregten Transienten. Ein Bei-
spiel von [8] ist eine Chirp-Anregung des Kreiszylinder-Nachlaufs durch eine Rotation des
Zylinders. Dieser Weg fiihrte zu einem robusten 40-dimensionalen Modell fiir eine Regler-
synthese. Eine Bewertung der allgemeineren Verwendbarkeit dieses Ansatzes diirfte wegen
der Neuigkeit zur Zeit nicht moglich sein. Mit Sicherheit hdangen auch hier die Galerkin-

System-Eigenschaften stark von der gewahlten Anregung und Transiente ab.

3. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Karhunen-Loéve-Zerlegung fiir ein einziges En-
semble von Schnappschiissen aus einer endlichen Anzahl eingeschwungener Strémungen zu
entwickeln [45]. Ein Beispiel ware 1000 Schnappschiisse aus jeweils 100 Stromungsfeldern
fir 10 verschiedene Reynolds-Zahlen. Bei diesem Ansatz gibt es jedoch immer einen Ge-
wichtungsbias der verschiedenen Stromungszustidnde. So miisste beispielsweise die Anzahl

der Datensdtze mit der Komplexitdt des Stromungszustandes korreliert werden. Dariiber



hinaus kann keine Obergrenze fiir das Residuum der einzelnen Stromungszustande garan-

tiert werden.

4. Diesem Problem wird in dem ,Sequential Proper Orthogonal Decomposition’ (SPOD) An-
satz von [42, 58] Rechnung getragen. Die Karhunen-Loéve-Zerlegung wird sukzessiv mit
neuen Moden fiir neue, eingeschwungene Stromungen erweitert. Dieser Weg hat gegeniiber
den vorangegangenen Ansatzen den Vorteil, dass alle Datensatze gleich gewichtet werden
und dass eine Obergrenze fiir die Residuen bei den einzelnen Datensatzen garantiert werden

kann.

5. Mit zunehmender Anzahl von aufgelosten Stromungszustanden wachst die Dimension von
SPOD. In jedem einzelnen Zustand gibt es viele Phasenraumrichtungen die energetisch
nicht wichtig sind, und die sowohl die Integration des Galerkin-Systems als auch regelungs-
technische Aufgabenstellungen verkomplizieren. Daher wird von der Arbeitsgruppe des Au-
tors eine hierarchische Galerkin-Approximation mit einer zustandsabhangigen Datenbasis
von POD Moden entwickelt. Die geringere Dimension iiber eine Vielzahl von Stromungs-
zustanden wird mit einer z.Z. noch unstetigen Switching-Strategie erkauft [52]. Diese

Unstetigkeit kann durch eine kontinuierliche Modeninterpolation vermieden werden [70].

Der hier verfolgte Weg kann als eine physikalisch motivierte Verallgemeinerung der SPOD be-
trachtet werden. Besonderes Augenmerk gilt einer besonders niederdimensionalen Stromungs-
darstellung. Zunachst wird der Mean-Field-Theorie [119] Rechnung getragen. In dieser Theorie
wird das Einschwingen oszillatorischer Strémungen nach einer (weichen) superkritischen Hopf-
Bifurkation modelliert. In dieser Theorie spielen neben zwei Stabilititsmoden, welche die oszil-
latorische Fluktuation beschreiben, auch die Differenz zwischen der stationdren Lésung und der
gemittelten Stromung eine besondere Rolle. Die stationdre Losung uy erfiillt die Navier-Stokes-

Gleichung ohne Zeitableitung,
V- (us ®ug) = —Vps + v Au,. (3.28)
Die gemittelte Losung uy ergibt sich aus der Reynolds-Gleichung,
V-(u®uy) =—-Vpy+vAuy— V- (m) . (3.29)

Der Unterschied zwischen beiden Grundstromungen, der Mean-Field-Korrektur du := uy — uy,
wird durch die Divergenz des Reynolds-Tensors als Kraftterm in Gl. (3.29) hervorgerufen. Die
Differenz zwischen den Gleichungen (3.28) und (3.29) ergibt

V- (dlu®ug+uy®du)+ O (5u2) =—-Vép+vAdu—V - (u’ ® u’) , (3.30)



wobei in linearer Naherung der quadratische Term in du vernachlassigt wird. Der Druckterm
wirkt als Lagrange-Multiplikator fiir die Erhaltung der Inkompressibilitatsbedingung und braucht
bei der Entwicklung nicht diskutiert zu werden [78]. Der Term wiirde beispielsweise bei einer

Diskussion auf der Basis der Wirbeltransport-Gleichung (3.20) wegfallen.

Aus der Mean-Field-Gleichung (3.30) sieht man unmittelbar, dass du quadratisch von der Fluk-
tuationsamplitude abhangt. Insbesondere gilt du = 0 fiir u’ = 0. Ein hoheres Flukuationsniveau
fiihrt somit zu einer groBeren Mean-Field-Korrektur. Bei einer superkritischen Bifurkation wird

dadurch die Produktion in die Fluktuation gedrosselt bis sich ein Gleichgewicht der Energiefliisse
einstellt [80, 119].

Die Mean-Field-Korrektur ist somit eine dynamisch wichtige Phasenraumrichtung fiir das Ein-
schwingen. Diese Mode wird in vielen Beispielen nicht adaquat durch die Karhunen-Loéve-
Zerlegung aufgelost. Wir erweitern daher die N-dimensionale Galerkin-Approximation durch die

Mean-Field-Korrektur zu einer orthonormierten N + 1-dimensionalen Entwicklung wie folgt:

(@) ._

uy’ = Uy —uy; (3.31a)
u(Ab) = u(Aa) — Z (ui,u(g))g u; ; (3.31Db)
i=1
(b)
Uy = oA (3.31¢)
(0)
[uy’ e

Das Geschwindigkeitsfeld ua wird als Verschiebungsmode bezeichnet, weil es das Zentrum des
Attraktors fluktuationsabhangig verschiebt. Diese Mode kann als N + 1-te Mode der Galerkin-
Approximation hinzugefiigt werden, uy,; := ua. Bei der Galerkin-Approximation und dem
Galerkin-System geht nur die Orthonormalitdt der Moden ein, d.h. es dndert sich nicht deren

Form, sondern nur die Ordnung.

Analog zu dem Algorithmus (3.31) lassen sich noch weitere Moden der Mean-Field-Theorie
einfiihren. Die infinitesimale Nachbarschaft der stationdren Stromung wird durch die linearisierte

Navier-Stokes-Gleichung beschrieben,
o' +V-(u@u,+u,@u)=-Vp +v Aud. (3.32)

Bei den hier betrachteten oszillatorischen Stromungsinstabilitaten identifiziert die globale Stabi-

litdtsanalyse die am schnellsten wachsende Normalmode als Lésung von (3.32) zu

u'(x,t) = M (x). (3.33)



Der Stabilitatseigenwert A\] = o7 + ¢ w7} beinhaltet die (reelle) Wachstumsrate der Amplitude
o7 und die Kreisfrequenz der Fluktuation wi als Imaginarteil. Die instabilste Normalmode f; ist
ein komplexwertiges Stromungsfeld. Der Realteil uj := R {ff} und Imaginarteil u; := S {f;'}
der komplexen Eigenmode f} spannen eine Ebene auf, auf der u’ von u, weg spiralt. Diese bei-
den Phasenraumrichtungen kénnen der Karhunen-Loeve-Zerlegung ebenfalls analog zu (3.31) als
weitere orthonormierte Moden hinzugefiihrt werden. In Kapitel 4 werden entsprechende verallge-

meinerte Galerkin-Modelle vorgestellt.

Ein interessanter Nebenaspekt der Karhunen-Loéve-Zerlegung ist die Moglichkeit neue Phasen-
raumrichtungen aus dem Reynolds-Spannungstensor und der linearisierten Reynolds-Gleichung
(3.30) zu konstruieren. Der Reynolds-Spannungstensor lasst sich in modale Anteile gemaB (A.9)

zerlegen,

uveu = (Zl aiuz-> ® (Z ajuj> = Zl i (0 @) . (3.34)

i=1
Aus Gl. (3.30) kann somit zu jeder Karhunen-Loéve-Mode eine weitere Verschiebungsmode'
berechnet werden. Dieser Gedanke soll in zukiinftigen Arbeiten weiterverfolgt werden. Die Be-
nutzung der Navier-Stokes-Nichtlinearitdt zur Konstruktion neuer Moden aus einer gegebenen

Basis wird bereits in physikalischen Modellen der Scherstromung verfolgt [63].

3.4 Globale und modale Energiefluss- Analyse

Zu den stromungsmechanischen Grundgleichungen gehdren neben der Massen- und Impulsbilanz
auch die Energiegleichung. Die Massenbilanz wird fiir inkompressible Stromungen exakt durch
die Galerkin-Entwicklung (3.11) aufgeldst und die Navier-Stokes-Gleichung dient als Grundlage
fir die Ableitung eines dynamischen Modells. In diesem Abschnitt soll auf die Energiefluss-
Analyse eingegangen werden, da sie sich als ein diagnostisches Werkzeug fiir die Genauigkeit der
Simulationsdaten, fiir die Entwicklung der Galerkin-Modelle und fiir die Analyse der Grobstuktur-

Wechselwirkungen bewahrt hat.

In der statistischen Fluiddynamik (siehe z.B. [104]) wird der Energiehaushalt fiir die Fluktuation

u’ bestimmt. In dem Gebiet €2 ist die mittlere Fluktuationsenergie gegeben durch

1o 1
Ko = (§||u ||2)Q =5 (W ZA (3.35)

Der Einfachheit halber soll im Folgenden angenommen werden, dass die Fluktuation durch die



ersten N Moden exakt beschrieben wird.! Die Bilanz der Fluktuationsenergie wird durch Galerkin-
Projektion des Residuums der Navier-Stokes-Gleichung auf die Fluktuation und anschlieBende

Mittelung bestimmt, d.h.

(W, N [up + u]), =0. (3.36)
Die zeitliche Veranderung der Energie wird beschrieben durch
d
OZEICQ:,PQ“‘DQ“‘CQ“‘%‘F}—Q’ (3.37)

wobei die einzelnen Terme in dem Herleitungsdiagramm von Tabelle 3.3 aufgefiihrt sind und
in leicht unterschiedlichen Fassungen in den meisten Biichern der Stromungsmechanik zu fin-

den sind. Hierbei beschreibt die Produktion Pg, den Energiefluss von der mittleren Stromung in

Tabelle. 3.3: Herleitungsschema fiir die globale Energiefluss-Bilanz der Fluktuationsenergie.

NSG mit Galerkin-Projektion Globale Energie- dto.

u=uy+u auf u’ fluss-Bilanz (Kurz-
(gemittelt) form)

o’ = (0, 0a'), = 0= 0=

=V [ug®ug] | — (0, V- [ug ®u))g

V- u®u | —(,V-[u@u), —(u’®u’:V®uO)Q Pa

V- [weu] | -, V-[ugeu]), | - [‘10 %W} 20 Ca
—V.-u@u] | -, V- [(eu]), |- [W} 09 o
+vAug +v (W, Aug),,

+vAu’ +v (0, Aw') v (u'- A, P
—Vp — (0, Vp)q = [0, TFa

die Fluktuationsenergie, die Dissipation D, die Umwandlungsrate in Warme, der Konvektions-
term Cq quantifiziert wie schnell die Fluktuationsenergie durch den Gebietsrand stromt, der
Transferterm 71, ist die Nettobilanz der Modenwechselwirkung und ebenfalls durch einen Fluss
am Gebietsrand charakterisiert und die Druckleistung Pq bestimmt die Leistung des Drucks auf

die Fluktuation.

LAnsonsten wire N = oo zu setzen oder das Gleichheitszeichen durch ein Ungefihrzeichen zu ersetzen.



Anhand der GroBe dieser Terme erhdlt man einen ersten Einblick in die Art der Strémung.
Beispielsweise dominiert in einer Gleichgewichtsstromung die Produktion und Dissipation, hin-
gegen in einer wachsenden Scherstrémung die Produktion und Konvektion. Desweiteren ist ei-
ne erste Uberpriifung der Datenqualitat durch Berechnung des Energiefluss-Residuums Rp :=

Pa + Dq + Cq + Tq + Fq moglich.

Mit der Karhunen-Loeve-Zerlegung lasst sich die Energie-Bilanz auf modale Beitrage verfeinern.
So hat Rempfer [95] eine Energiefluss-Bilanz fiir die transitionelle Grenzschicht fiir die Karhunen-
Loeve-Moden abgeleitet. Die Bilanz (siehe seine Gl. (5.16)) basiert auf der Wirbeltransport-
Gleichung und fasst die modalen Wechselwirkungen von Druck- und Konvektivterm zusammen.
In [19, 80] wird eine modale Bilanz mit der Navier-Stokes-Gleichung unter Vernachlassigung des

Druckterms bestimmt.

In vorliegender Arbeit wird erstmals eine vollstindige modale Energiefluss-Bilanz mit einem
modalen Druckleistungs-Term durchgefiihrt. Grundlage ist eine Projektion des Navier-Stokes-

Residuums auf den modalen Fluktuationsanteil,

(', Nu+u]),=0, i=1,...,N. (3.38)

Man beachte, dass die Aufsummierung aller modaler Bilanzen (3.38) wieder zum Ansatz (3.36)

fiir die globale Bilanz der Fluktuationsenergie fiihrt.

Die Einzelterme der modalen Bilanz werden analog zur globalen Version (3.37) bestimmt,

d
wobei sich die modalen Energie-Terme zu den globalen aufsummieren lassen,

N N N

Ko = > Ki, Pa=> Pi, Do=>» Di, (3.40a)
i=1 i=1 i=1
N N N

Co = > C., To=> T, Fo=)» Fi. (3.40b)
=1 =1 =1

Diese Additivitatseigenschaft rechtfertigt, von einer modalen Zerlegung der globalen Bilanz zu

sprechen. Tabelle 3.4 enthdlt das Herleitungsschema mit den entsprechenden Termen.

Interessant sind aus Tab. 3.4 die Beziehungen
Pi = 20 Ki, (3.41a)
Ci = 2q0: K, (3.41Db)



Tabelle. 3.4: Herleitungsschema fiir die modale Energiefluss-Bilanz analog zu Tab. 3.3. Hierbei

N
werden die Approximationen fiir das Geschwindigkeitsfeld u' = ) a;u; (3.15c) und das Druckfeld
=1

7
N
p = Y, pjkajar (3.24) verwendet. Die gemittelte Bilanz vereinfacht sich durch @; = 0 und
J:k=0
a;a; = \0;j. Die Kurzform fasst die Terme in der gleichen Zeile zusammen.

NSG mit Projektion auf Galerkin- Modale Energie- | dto.
u=uy+u a;u; Darstellung fluss-Bilanz (Kurzform)
(gemittelt)
ou’ = (au;,00") g = % (%af) = 0= 0=
—V - [wg®@ug) | — (awi, V- [ug @ u))g | ghpai
N
V- -ueul | —(au, V- [Weu), |+ g o Pi
j=1
N
-V [uo & u’] — (CLZ'UZ', V- [uo X u’])Q + Z ql%jaiaj —l—qfol-)\i —|—CZ
=1
"N N
—V-ueu] | —(au,V-Weu]), |+ > & |+ ¢paiaza, | +7;
k=1 k=1
+vAug +v (a;u;, Aug),, +vilpa;
N
"‘I/Au/ +v (aiui, Au’)Q +v E lijaiaj +Vl“)\2 _'_Dz
5=0
N N
—Vp — (a;u;, Vp)g, + 30 apeiasan |+ 3 diyiaar | +F
j.k=0 k=0

Gleichung (3.41) besagt, dass die modale Produktion P; nur von /C; und nicht von den anderen
Energien abhangt. Der Koeffizient K;/P; = 1/(2q:0) beschreibt die Zeit, welche bei konstanter
modaler Produktion P; bendtigt wird, um das Energieniveau C; aufzufiillen. Anders formuliert
driickt P;/IC; = 2q;;0 einen Beitrag zu einer Wachstumsrate aus. Okonomisch betrachtet driickt
sich in 2¢;;o die Effizienz der Mode aus, ein gegebenes Energiekapital /C; durch Wechselwirkung
mit der Grundstromung zu mehren. Wir wollen p? = P,;/K; daher als Produktions-Effizienz
bezeichnen. Analoge Betrachtungen fiihren zur Einfiihrung der Dissipations-Effizienz d?, der

Konvektions-Effizienz ¢}, der Transfer-Effizienz t}, der Druckleistungs-Effizienz f?,

Pi - pz.lcla
CZ' = C;]CZ',

(3.42a)
Fi = 1 K. (3.42b)

2



GemaB Gl. (3.41) sind p?, d; und ¢! Konstanten, da die entsprechenden Energieterme direkt
proportional zu KC; sind, wahrend die anderen Effizienzen nicht nur von K; sondern auch von den

Tripelkorrelationen @; @; aj, abhdngen (siehe Tab. 3.4).

Die 5 Effizienzen addieren sich wegen (3.39) fiir jede Mode zu 0. Die relative Gewichtung lasst
Riickschliisse auf die katalytische Rolle der Mode zu, d.h. woher die Mode ihre Energie nimmt

und wohin diese weiter flieBt.

AbschlieBend sei noch auf eine Verwandtheit dieser modalen Energiefluss-Betrachtung mit der
linearen Stabilitatstheorie hingewiesen. Ware u; eine reelle Stabilitatseigenmode, dann lieBe sich

— unter Vernachlassigung des Druckterms — mit

,P' + D + C L] (] (]
7
die Wachstumsrate dieser Mode bestimmen. Bei oszillatorischen Modenpaaren miissten die An-
teile beider Moden aufsummiert werden. Diese Verwandtheit unterstiitzt die Interpretation der

Energiefluss-Effizienzen als termabhangige Wachstumsraten.



4. Analyse und Modellierung des

Nachlaufs eines Kreiszylinders

Der Nachlauf eines Kreiszylinders ist als Prototyp einer absolut instabilen Stromung mit selbst-
erregten, amplitudenbeschrankten Oszillationen seit iiber hundert Jahren Gegenstand intensiver
Forschung. Der periodische Nachlauf von Zylindern kann zu Vibrationen und zu Larm fiihren und
ist in vielen praktischen Konfigurationen unerwiinscht. Beispiele sind Umstromungen von Schorn-
steinen, Sdulen von Bohrtiirmen, Briicken, Tragfliigeln in der Hochauftriebs-Konfiguration und
dem U-Boot-Turm. Die Unterdriickung der WirbelstraBe mit passiven und aktiven Methoden ist
daher Ziel verschiedener Beeinflussungsstrategien. In einigen Anwendungen hat die WirbelstraBe
erwiinschte Eigenschaften. So basieren Warmetauscher auf den guten Mischungseigenschaften
und Vortex Counters als Durchflussmesser auf der Periodizitat des Zylindernachlaufs mit nahezu

konstanter Strouhal-Zahl.

Der Nachlauf des Kreiszylinders ist charakterisiert durch die mit der Anstromgeschwindigkeit U
und dem Durchmesser D gebildete Reynolds-Zahl Re. Fiir Re < 47 bleibt der Nachlauf stationar.
Ab Re = 47 wird die stationare Kreiszylinder-Umstromung instabil in einer superkritischen Hopf-
Bifurkation [68, 73, 131]. Diese Instabilitat fiihrt zu einem periodischen 2D Ablésen von Wirbeln
mit alternierendem Drehsinn in eine von Karman'sche WirbelstraBe. Die WirbelstraBe bleibt die

dominierende Grobstruktur bis zu beliebig hohen Reynolds-Zahlen.

Ab Re = 186 wird die zweidimensionale WirbelstraBe von verschiedenen dreidimensionalen Struk-
turen tberlagert [4, 132]. Die erste 3D Instabilitat fiihrt in einer schwach hysteretischen Bifurka-
tion zu einer periodischen A-Mode mit einer spannweitigen Wellenlange von ca. 4 Durchmessern.
Ab Re = 230 setzt sich die B-Mode als weitere Instabilitatsmode in einer stark hysteretischen Bi-
furkation mit einer spannweitigen Wellenlange von ca. 1 Durchmesser durch. Mit zunehmender
Reynolds-Zahl erfahrt die WirbelstraBe eine Reihe von Veranderungen, die periodische Grob-
struktur bleibt aber unverindert das Markenzeichen dieser Strémung (siehe die Ubersichtsartikel
von [76, 77, 129] und das Buch [130]).

Nach Beschreibung der Simulation (§4.1), werden niederdimensionale Darstellungen von drei
periodischen Zustanden der WirbelstraBe untersucht: dem zweidimensionalen laminaren Nach-

lauf (§4.2), der A-Mode (§4.3) und der B-Mode (§4.4). AbschlieBend wird auf die Galerkin-

Modellierung transienter und eingeschwungener WirbelstraBen eingegangen (§4.5).



4.1 Direkte numerische Simulation

Die direkte numerische Simulation des Kreiszylinder-Nachlaufs wird mit einer Spektral-Elemente-
Diskretisierung durchgefiihrt. Der verwendete Navier-Stokes-Léser NekTar! wurde in der Arbeits-
gruppe von Prof. Karniadakis entwickelt, und an der TU Dresden fiir hochauflosende, dreidimen-
sionale Kreiszylinder-Simulationen weiterentwickelt [93]. Diese Simulation ist iiber den ganzen
transitionellen Reynolds-Zahl-Bereich in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experiment [128].
Die Simulation wurde von Dr. G. Mutschke fiir die Wellenlange der A-Mode (L, = 4), und
B-Mode (L, = 1) adaptiert. Auf diese Weise wurden rein periodische Transitionsmoden berech-
net und die aperiodischen, gemischten Zustande, wie sie bei Wellenlangen von 10 und mehr

Durchmessern auftreten, vermieden.

Die Simulation basiert auf 186 spektralen Elementen hoher Ordnung (siehe Abb. 4.1). Die Dis-
kretisierung in spannweitiger Richtung erfolgt mit Fourier-Moden. Am vorderen und seitlichen
AuBenrand wird die Anstromung u = (1,0, 0) als Dirichlet'sche Randbedingung vorgegeben. Die

Ausstromung wird mit einer konvektiven Bedingung behandelt.

Fiir die Galerkin-Modellierung wird jedes spektrale Element mit 24 x24 Zellen in der x, y-Ebene
und 32 Zellen in der z-Ebene diskretisiert. Das gesamte 3D Rechengebiet setzt sich aus 3.4 Mil-
lionen Zellen zusammen. Die Differenziation und Integration wird analytisch mit einer Lagrange-

Interpolation 4-ter Ordnung fiir das Stromungsfeld durchgefiihrt.

Neben dem Spektral-Elemente-Verfahren wird eine Finite-Elemente-Simulation fiir eine Unter-
suchung der Transienten verwendet. Dieser FEM Navier-Stokes-Loser von Prof. M. Morzynski
ist von 3-ter Genauigkeitsordnung in Raum und Zeit und diskretisiert ein Gebiet auf einem
unstrukturierten Gitter mit 15838 Dreieckselementen (siehe Abb. 4.2 und [80] fiir weitere In-
formationen). Auf diesem Verfahren basieren die Eigenmoden einer globalen Stabilitatsanalyse
[68], welche Eingang in die hier beschriebene Galerkin-Modellierung findet. Zur Vermeidung von
Interpolationsfehlern wurde die Analyse und Modellierung immer auf dem Gitter der zu Grunde

liegenden Daten durchgefiihrt.

http://www.cfm.brown.edu/people/tcew/nektar.html
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Abbildung. 4.1: Spektral-Elemente-Gitter fiir die direkte numerische Simulation des
Kreiszylinder-Nachlaufs. Jedem Viereck entspricht ein spektrales Element. Fiir die Analyse und
Galerkin-Modellierung werden drei Gebiete eingefiihrt. Gebiet I erstreckt sich bis x = 10.5 und
ist dunkelgrau hinterlegt. Gebiet I1 beinhaltet den Nachlauf bis x = 20 und enthalt die dunkel-
und hellgrauen Elemente. Das Gebiet I11 entspricht dem gesamten Rechengebiet (x < 38).

Abbildung. 4.2: Unstrukturiertes Gitter fiir die FEM-Simulation des Kreiszylinder-Nachlaufs.



Abbildung. 4.3: Reynolds-Zerlegung des laminaren Kreiszylinder-Nachlaufs bei Re = 200. Von
links nach rechts sind die Stromlinien eines instantanen Strémungsfeldes u, der zeitgemittelten
Strémung g, und der zugehérigen Fluktuation W' dargestellt. Die gezeigten Stromlinien ent-
sprechen den Stromfunktions-Werten W = 0, £0.1, 0.2, +0.5, £1 und 42, wobei der Zylinder
durch W = 0 beschrieben wird.

4.2 Niederdimensionale Beschreibung des laminaren

Nachlaufs

Die zweidimensionale Navier-Stokes-Losung konvergiert ab Re = 47 fiir beliebige Anfangs-
bedingungen gegen eine periodische Stromung bis zu einer Reynolds-Zahl von ca. 800. Fiir
groBere Reynolds-Zahlen wird eine neue Frequenz durch Kelvin-Helmholtz-Wirbel an der oberen

und unteren Scherschicht eingefiihrt [11].

4.2.1 Karhunen-Loéve-Zerlegung

Abbildung 4.3 zeigt eine periodische Nachlaufstromung eines Kreiszylinders in einem Untergebiet
bei Re = 200. Die Strouhal-Zahl St = f D/U betragt 0.197, die Periode lautet 7' = 1/St =
5.07.

Die Karhunen-Loéve-Zerlegung basiert auf 64 Schnappschiissen zu den Zeitpunkten ¢, =
(m/64)T, m = 1,2,...,64. Abbildung 4.4 zeigt die ersten Karhunen-Loéve-Eigenwerte \;,
Abb. 4.5 die ersten 8 Moden w;, und Abb. 4.6 ausgewahlte Fourier-Koeffizienten a;(t). In gu-
ter Naherung ergibt die Karhunen-Loeve-Zerlegung sehr dhnliche Resultate wie eine zeitliche
Fourier-Zerlegung modulo Phasenverschiebung. Moden ¢ = 1,2 beschreiben die erste Harmoni-
sche, 1 = 3, 6 die zweite Harmonische, © = 4, 5 die dritte Harmonische, und danach i = 2n—1,2n
die n-te Harmonische. Mit zunehmender Frequenz sinkt die Energie \;/2 jeder Mode. Moden
gleicher Frequenz haben dhnliche Energie, wie in dem Rechenbeispiel aus §2.3. Jedes Modenpaar

mit gleicher Kreisfrequenz 27 n/T beschreibt eine laufende Welle mit der Phasengeschwindigkeit



Abbildung. 4.4: Karhunen-Loéve-Eigenwert-Spektren fiir den laminaren Nachlauf bei Re =
200 (siehe Abb. 4.3). Dargestellt ist log \;, i = 1,2,...,20 fiir die Gebiete I (A), II (»), und
I1T (x).

der ersten Harmonischen. Entsprechend ist die charakteristische Wellenzahl proportional zu n.

Auffallend an dem Treppenverlauf in Abb. 4.4 ist, dass die Moden 3-6 dhnliche Energien haben
und hohere Moden in nahezu geometrischer Progression abfallen. Dieser Verlauf wurde auch in
[20] fir Re = 100 und in [58] fiir die A-Mode bei Re = 185 beobachtet. Auch experimentelle
Karhunen-Loeve-Zerlegungen bei Re = 5000 zeigen dieses Charakteristikum [M. BREDE 2005,
private Mitteilung]. Eine Erklarungsmoglichkeit wird in nachfolgender Energiefluss-Analyse ge-
boten. Das asymptotische, nahezu konstante Verhaltnis der Energie von n-ter Harmonischen zu

n 4 1-ter Harmonischen ist in Ubereinstimmung mit einer Theorie fiir periodische Strémungen
[21].

Die hoheren Harmonischen werden von der von Karman'sche WirbelstraBe durch nichtlineare
Wechselwirkungen induziert und sind auf den zylindernahen Bereich begrenzt. Daher ndhern sich
die Eigenwerte \; fiir die Gebiete I, I1 und I1I mit zunehmenden Index ¢ an. Die periodische

Grundstruktur der von Karmdn'schen WirbelstraBe erstreckt sich iiber das gesamte Rechengebiet
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Abbildung. 4.5: Karhunen-Loéve-Modenu;, 1 = 1,2, ...,8 des laminaren Nachlaufs bei Re =
200 fiir das Gebiet I1. Die dargestellten Stromlinien entsprechen den Stromfunktions-Werten
+W¥ = 0.001,0.002,0.005,0.01,0.02,0.1,0.2 jeweils von ‘auBen’ nach ‘innen’. Positive Werte
sind durch dickere Linien markiert. Auf dem Kreiszylinder gilt ¥ = 0.

und bedingt ein Ansteigen von \; o mit der GebietsgroBe.

4.2.2 Energiefluss-Analyse

Die Gesamtbilanz der Energiefluss-Terme ist in Abb. 4.7 fiir die Gebiete I-I11 dargestellt. Die
Produktion ist — wie zu erwarten — die mit Abstand groBte Quelle. Uberraschend ist zunichst,

dass die Produktion mit zunehmender GebietsgroBe abnimmt. Dies beinhaltet, dass im Fernfeld
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Abbildung. 4.6: Zeitliche Entwicklung der Fourier-Koeffizienten des laminaren Nachlaufs der

Karhunen-Loéve-Zerlegung aus Abb. 4.5. Die Zeit t wird mit der Periode T’ normalisiert und die
Koeffizienten werden mit der Amplitude skaliert, a¥ = a;//2)\;. Jede Unterabbildung zeigt ein
Paar von Koeffizienten mit gleicher dominierender Frequenz. Die gewahlten Indizes i sind an der
Ordinate und am Bildrand angegeben, wobei die Daten zu dem niedrigeren und héheren Index

durch (e) bzw. (o), respektive, markiert werden.

die Fluktuation Energie an die mittlere Stromung zuriick gibt. Solche Phdanomene sind keine
Seltenheit [118] und korrespondieren gut mit der Beobachtung einer Reduktion des Nachlauf-

defizits mit einer Reenergetisierung der mittleren Stromung.

Die Dissipation nimmt mit der GebietsgroBe zu, d.h. die in Zylinderndhe produzierte Fluktuations-
energie wird zum einen der inneren Energie des Fluids und zum anderen der mittleren Stromung

zugefiihrt.
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Abbildung. 4.7: Energiefluss- Terme fiir den laminaren Nachlauf bei Re = 200. Im Histogramm
sind die fiinf Bilanz-Terme fiir die Fluktuationsenergie dargestellt. Die Terme fiir die Gebiete I,

II und 111 sind als weiBe, hellgraue und dunkle Balken dargestellt, respektive.

In guter Naherung konvektiert die Differenz zwischen Produktion und Dissipation aus dem Aus-
stromrand des betrachteten Gebiets, was durch den Konvektivterm beschrieben ist. Im Gebiet
I bis x = 10.5 dominiert die Konvektion liber der Dissipation. In dem gesamten Rechengebiet

111, ist der Konvektivterm vernachlassigbar, da die WirbelstraBe weitestgehend abgeklungen ist.

Der Transferterm ist in allen Gebieten vernachlassigbar. Die Druckleistung stellt fiir die Gebiete [
und I eine Quelle dar. Der Druck tragt mit anderen Worten dazu bei, dass Fluktuationsenergie

im zylindernahen Gebiet bleibt.

Die Summe der 5 Energieterme addiert sich fiir alle drei Gebiete zu Null mit einem Fehler von
weniger als einem Promille bezogen auf die Produktion. Dieses Residuum ist nach den Erfah-
rungen des Autors sehr gering und ist ein Indiz fiir die Giite der Spektral-Elemente-Simulation.
Der Residuumsbetrag bleibt fiir alle Spektral-Element- und Finite-Differenzen-Simulationen vor-

liegender Arbeit unter einem 1000stel der Produktion.

Die modalen Beitrage zu den Energiefluss-Termen werden in Abb. 4.8 aufgelost. Produktion,
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Abbildung. 4.8: Modale Energiefluss-Analyse des laminaren Nachlaufs. Im Histogramm sind die
Einzelbeitrage der ersten 6 Karhunen-Loéve-Moden zu den Energietermen aus Abb. 4.7 aufgeldst.

Die Beitrage der hoheren Moden sind unbedeutend.

Dissipation, Konvektion und Druckleistung werden maBgeblich durch die ersten beiden Moden
charakterisiert. Die Unterschiede der modalen Beitrage korrelieren mit einer zeitlichen Veran-

derung der instantanen Werte der Energieterme.

Der Transferterm zeigt den aus der Energiefluss-Kaskade bekannten Sachverhalt, dass die 'pro-
duktiven’ Moden Energie an die 'unproduktiven’ Moden abgeben. Ahnliche Beobachtungen wur-

den fiir die transitionelle Grenzschicht gemacht [95, 96].

AbschlieBend seien die Energiefluss-Effizienzen betrachtet (Abb. 4.9). Die hoheren Moden i =
3,4,...,10 saugen aus der mittleren Stromung &hnlich effizient Energie wie die von Kidrman-
Moden ¢ = 1,2. Hierbei spielt die Produktion in der Scherschicht eine wichtige Rolle. Jedoch
wird die Energie viel schneller dissipiert, sodass die Moden ihr Energieniveau in erster Linie dem
positiven Transferterm verdanken. Die héheren Moden spielen die Rolle des Katalysators der
Energie-Dissipation von der grobskaligen Fluktuation in das Warmebad. Im Vergleich mit den

anderen Termen spielen die Produktions- und Konvektions-Effizienz eine geringe Rolle.
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Abbildung. 4.9: Modale Energiefluss-Effizienz der Moden des laminaren Nachlaufs. Die Einzel-
beitrage der ersten 10 Karhunen-Loéve-Moden aus der Energiefluss-Analyse zu Abb. 4.8 werden

normalisiert mit der modalen kinetischen Energie IC;.

4.3 Niederdimensionale Beschreibung der A-Mode

Die A-Mode kann modelliert werden als selbsterregte, amplitudenbeschrankte 3D Floquet-
Instabilitat auf der 2D periodischen Strémung [5]. Sie stellt sich als stabiler Zustand bei Re = 200
und L, = 4 ein. In [58] wird die A-Mode numerisch berechnet bei nahezu gleicher Wellenldnge
L, = 4 aber etwas geringerer Reynolds-Zahl Re = 185. Im Experiment kann die Mode beobach-
tet werden bei groBem Verhaltnis von Zylinderlange zu Durchmesser und bei sorgfaltig gewahlten
Endbedingungen [12, 128, 132].

4.3.1 Karhunen-Loeve-Zerlegung

Abbildung 4.10 zeigt einen Schnappschuss der A-Mode. Deutlich erkennbar ist die starke spann-
weitige Deformation der von Karman-Wirbel, wie sie bereits im Experiment mit Rauchvisualisie-

rungen von [128] und aus PIV-Daten von [12] beobachtet wurden.
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Abbildung. 4.10: Schnappschuss der A-Mode bei Re = 200 mit zwei spannweitigen Wellen-
langen. Im Hintergrund sind die u,u-Komponenten in der z = 8D Ebene als graue Integral-
linien visualisiert. Der Zylinder ist in goldfarbenem Ton gezeigt. In den fiinf Unterbildern werden
Isoflachen fiir u, v, w, p und den (Q-Parameter dargestellt, respektive. Isoflachen zu positiven
(negativen) Werten sind rot (blau). Die zugehdrigen Isoflachen-Werte sind u = 0.8 (spannweitig
verkiirzt), u = —0.1, v = £0.25, w = £0.1, p = +£0.3 und Q = +0.5.



Die Periode der Stromung betragt 7' = 6.00, ist also um 18% geringer als die der 2D Stréomung
bei gleicher Reynolds-Zahl. Die Verlangsamung der Wirbelablosung ist ein Charakteristikum der
A-Mode.

Eine aufschlussreiche GroBe fiir die Visualisierungen der Wirbelstruktur ist der ()-Parameter (siehe
Abb. 4.10). Dieser sogenannte Okubo-Weiss-Parameter ist der Quellterm der Druck-Poisson-
Gleichung. Ein positiver Wert ist somit notwendige Bedingung fiir ein Druckminimum, welches
als Indikator fiir eine Wirbelstruktur gilt. Ein negativer Wert ist charakteristisch fiir Sattelpunkte.
Da die Stromung sich in den Sattelpunkten gut mischt und in den Wirbeln wenig, wird dieser

Parameter gerne auch fiir Mischungscharakterisierungen verwendet [81].

Die Karhunen-Loeve-Zerlegung wird mit 32 dquidistanten Schnappschiissen aus einer Periode
durchgefiihrt. In Abbildung 4.11 werden die Eigenwerte der A-Mode mit der zugehorigen 2D
Stromung aus §4.2.1 verglichen. Die kinetische Energie pro spannweitige Langeneinheit ist bei
dem 3D Nachlauf deutlich geringer. Jedoch fiihren bei der A-Mode die verstarkten nichtlinearen
Prozesse durch die spannweitige Deformation der WirbelstraBe zu einem langsameren Abfall der

Karhunen-Loéve-Eigenwerte.

Die ersten Karhunen-Loeve-Moden sind in Abb. 4.12 dargestellt. Die Moden kdnnen als spannwei-
tig deformierte Pendants zu den 2D Moden gleicher Frequenz betrachtet werden. Die zugehdrigen

Fourier-Koeffizienten zeigen das aus dem 2D Nachlauf bekannte periodische Verhalten.

4.3.2 Energiefluss-Analyse

In Abbildung 4.13 werden die Energiebilanz-Terme der A-Mode und der 2D Stromung verglichen.
Produktion, Dissipation, Konvektion und Druckleistung (pro spannweitige Langeneinheit) sind bei
der A-Mode deutlich geringer als bei der 2D Stromung, was wegen der geringeren Energie erwartet
werden durfte. Die Dissipation spielt als Energiefluss-Senke bei der A-Mode eine wichtigere Rolle,

was mit der zusatzlichen Dissipation durch die spannweitige Deformation erklart werden kann.

Die modalen Energiefluss-Beitrage und -Effizienzen folgen qualitativ den bei der 2D Stromung

festgestellten GesetzmaBigkeiten.



Abbildung. 4.11: Karhunen-Loéve-Eigenwert-Spektren fiir die A-Mode aus Abb. 4.10 und fiir
die entsprechende 2D Strémung zum Vergleich. Die Symbole reprdsentieren Werte von log \;
fiir die Moden i = 1,...,20 des 2D (o) und 3D Nachlaufs (o) — beide im Gebiet II und fiir
Re = 200 berechnet. Zur besseren Vergleichbarkeit wurden die Werte des 3D Nachlaufs mit der
spannweitigen Wellenldnge (L, = 4) normiert (siehe Gl. (3.7)).

4.4 Niederdimensionale Beschreibung der B-Mode

Die B-Mode kann — analog zur A-Mode — als 3D Instabilitat auf der 2D periodischen Wirbel-
straBe modelliert werden [5], tritt jedoch bei einer hcheren Reynolds-Zahl mit geringer spannwei-
tigen Wellenlange von ca. 1 auf. Die 'reine’ periodische B-Mode wird hier als Attraktor bei einer
Reynolds-Zahl von 300 mit L, = 1 berechnet. Im Experiment ist die B-Mode die dominierende
spannweitige Struktur bei der gewahlten Reynolds-Zahl [12]. Im Unterschied zum Experiment
[128] und einer direkten Simulation mit L, = 20 [132] werden zeitlich irreguldre Fluktuationen

durch Strukturen groBerer Wellenlange hier nicht aufgeldst.
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Abbildung. 4.12: Karhunen-Loéve-Moden u;, i = 1,...,8, der A-Moden des transitionellen
Nachlaufs bei Re = 200. Die Visualisierung ist wie in Abb. 4.10 mit den Isoflichen von v =
+0.065.

4.4.1 Karhunen-Loeve-Zerlegung

Abbildung 4.14 zeigt einen Schnappschuss der B-Mode aus der Navier-Stokes-Simulation. Die
Stromung ist deutlich zweidimensionaler als die A-Mode. Ein Charakteristikum der B-Mode ist
die aus der w-Komponente und dem ()-Parameter erkennbaren Rippenwirbel zwischen den von

Karman-Wirbeln.

Die vorherrschende Zweidimensionalitdt wird auch durch einen Vergleich der Eigenwert-Spektren

(Abb. 4.15) mit der zugehdrigen 2D Stromung bei Re = 300 bestatigt. Die Karhunen-Loeve-
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Abbildung. 4.13: Energiefluss-Terme fiir den 2D und 3D Nachlauf bei Re = 200. Im Histo-
gramm sind die fiinf Bilanz-Terme fiir die Fluktuationsenergie im Gebiet I1 dargestellt. Die

weilBen und dunklen Balken beziehen sich auf 2D Lésung bzw. auf die A-Mode, respektive.

Moden (Abb. 4.16) sind den Moden des 2D Nachlaufs (hier nicht gezeigt) vergleichbar.

4.4.2 Energiefluss-Analyse

Die Veranderung der Energiefluss-Terme durch die Dreidimensionalitdt der B-Mode (Abb. 4.17)
fallt geringer aus als bei der A-Mode, da die 2D und 3D Stromungen dhnlicher sind. Die modalen

Energiefluss-Effizienzen verhalten sich analog zu den bisher diskutierten Scherstrémungen.

4.5 Niederdimensionale Galerkin-Modellierung

In diesem Abschnitt soll auf die Modellierung der Dynamik eingegangen werden. Prinzipiell kann
die periodische Losung des dynamischen Modells nicht mehr Informationen geben, als die zu-

gehorige Analyse der Simulations-Datensatze. Ein potenzieller Vorteil der Modellierung bei kom-
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Abbildung. 4.14: Wie Abb. 4.10, jedoch fiir die B-Mode bei Re = 300 und L, = 1. Die
Isoflachen-Werte sind vergleichbar: w = 0.9, v = —0.1, v = £0.3, w = £0.06, p = £0.3 und
Q = £0.5.

plexeren Dynamiken ist es, eine Attraktorcharakterisierung liber einen Zeithorizont durchfiihren
zu konnen, die fiir eine Simulation zu teuer wiirden. Desweiteren werden mit der Galerkin-
Modellierung Aufschliisse iiber Transienten und Aktuationsmoglichkeiten angestrebt. Ein weite-
rer potenzieller Vorteil des Galerkin-Modells ist die preisgiinstige naherungsweise Berechnung von

natlrlichen und aktuierten Transienten.



Abbildung. 4.15: Karhunen-Loéve-Eigenwert-Spektren fiir die B-Mode aus Abb. 4.14 (1) und
fiir die entsprechende 2D Strémung bei Re = 300 zum Vergleich (R).

4.5.1 Galerkin-System

In Abbildung 4.18 werden einige wichtige lineare Koeffizienten des Galerkin-Systems von dem
2D Nachlauf bei Re = 200 gezeigt. Die anderen betrachteten Simulationen ergeben qualitativ
sehr dhnliche Systeme. Die Koeffizienten [;; des Zahigkeitsterms sind negativ diagonaldominant,
eine typische Eigenschaft vieler empirischer Galerkin-Modelle. GemaB Gl. (3.41) ergeben sich
aus der Diagonale die Dissipations-Effizienzen 2vl;;. Entsprechend beschreiben die positiven Dia-
gonalelemente von qf’jo und qfoj die Produktions- und Konvektions-Effizienzen, respektive. Bei
der Konvektionsmatrix qfoj sind die Nebendiagonalelemente viel augenfalliger als die Diagonal-
elemente. Diese Nebendiagonalelemente haben eine symplektische Struktur von ungekoppelten
Oszillatoren. So beschreibt ¢¥y, in guter Niherung die Kreisfrequenz des ersten Modenpaares,
(k.5 die Frequenz des zweiten Paares etc. Die Druckleistungs-Effizienzen werden in den Diagonal-
elementen der Druckmatrix definiert. Die Nebendiagonalelemente haben ebenfalls eine symplek-
tische Struktur und kdnnen als durch den Druckterm induzierte Frequenzanderungen interpretiert

werden.
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Abbildung. 4.16: Wie Abb. 4.12, jedoch fiir die B-Mode.

4.5.2 Galerkin-Modelle der periodischen Stréomungen

Das Galerkin-System mit linearisiertem Druckmodell reproduziert die periodischen Fourier-
Koeffizienten der Simulation mit weniger als 1% Fehler (Abb. 4.19). Alle periodischen Galerkin-
Losungen sind stabil. Jedoch liegen die Einschwingzeiten um ein bis zwei GroBenordnungen iiber

den im Experiment und in der Navier-Stokes-Simulation beobachteten Werten.

Die Galerkin-Systeme reproduzieren gut die Simulationen aus denen sie entwickelt wurden, zeigen
jedoch viele unrealistische Eigenschaften fiir Transienten und fiir andere Reynolds-Zahlen. Dies

wurde schon in [20, 80] fiir den zweidimensionalen Nachlauf bei Re = 100 festgestellt.

4.5.3 Galerkin-Modell des einschwingenden Nachlaufs

In diesem Abschnitt wird der Grund fiir die unphysikalische Transientendarstellung untersucht.

Wir beschranken uns dabei auf den 2D Nachlauf fiir Re = 100.

Abbildung 4.20 zeigt die mittlere Stromung u und die ersten beiden Karhunen-Loéve-Moden.
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Abbildung. 4.17: Wie Abb. 4.13, jedoch fiir die B-Mode und zugehérige 2D Strémung bei
Re = 300.

Der eingeschwungene Zustand ist qualitativ beschreibbar mit der stationdren Losung und
den instabilsten Stabilitdtseigenmoden (Abb. 4.21). Jedoch ist das Wirbelpaar der stationaren
Stromung deutlich langer und das Zentrum der Fluktuation korreliert mit der Lange des Wirbel-
paares, d.h. die Energieverteilung der Fluktuation ist unterschiedlich. Die Wellenlange der Insta-
bilitat ist Ianger und die Frequenz entsprechend geringer als bei der eingeschwungenen Stromung.

Die Konstruktion der Verschiebungsmode aus §3.3 wird in Abb. 4.22 gezeigt.

Wir betrachten eine Transiente, die in der Nahe der stationaren Losung us + 0.01u; bei t = 0
beginnt. Abbildung 4.23 zeigt ausgewahlte Schnappschiisse am Anfang, wahrend des Einschwin-
gens und nach dem Einschwingen. Die zugehorigen Fluktuationen sind in Abb. 4.24 dargestellt.

Die Fluktuation u’ := u — up kann (i) fiir die Grundstromung up := u, des periodischen
Nachlaufs, (ii) fiir die stationdre Losung up := u, oder (iii) beziiglich der Projektion auf die
Verbindungslinie ug := u, + aa ua bestimmt werden. Die zugehorigen Verlaufe der Fluktuati-

onsenergien der letzten beiden Definitionen zeigen eine Transiente von 5 Perioden (Abb. 4.25).
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Abbildung. 4.18: Galerkin-System fiir den laminaren 2D Nachlauf bei Re = 200 im Gebiet
I1. Dargestellt sind die Koeffizienten der linearen Terme, fiir i,57 = 1,...,10. In der Matrix
werden positive (negative) Werte durch ausgefiillte (leere) Kreise markiert, wobei der Kreisradius
logarithmisch von dem Absolutwert abhangt (siehe Skala). Die Zahigkeitskoeffizienten ;; sind fiir
die Dissipation verantwortlich, die Koeffizienten quo fiir die Produktion, und die Koeffizienten qfoj
fiir den Konvektivterm und das Frequenzspektrum. Die Koeffizienten der Druckmatrix quo + qfoj

bedingen Veranderung der Amplituden und Frequenzen durch den Druckterm.
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Abbildung. 4.19: Galerkin-Lésungen des eingeschwungenen Nachlaufs fiir den 2D (oben) und
3D Nachlauf (unten) bei Re = 200 (links) und Re = 300 (rechts). Dargestellt sind die ersten
6 Fourier-Koeffizienten a;, i = 1,...,6 der direkten Simulation (durchgezogene Linien) und
des 20-dimensionalen Galerkin-Systems (Symbole) als Funktion der Zeit t. Die Index-Symbol-
Zuordnung lautet: (o) i = 1; (0)i =2; m)i =3, (0)i =4, (A)i =5, (/)i = 6. Die
Zeit wird normalisiert mit der Periode T' der zugehérigen direkten numerischen Simulation. Die
Normalisierung des inneren Produkts (3.7) bedingt, dass die Modenenergie pro Lingeneinheit

proportional zur Varianz der Fourier-Koeffizienten ist.
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Abbildung. 4.20: Karhunen-Loéve-Zerlegung des laminaren Nachlaufs bei Re = 100. Darge-

stellt sind Stromlinen der mittleren Stromung u, sowie der ersten und zweiten Karhunen-Loéve-

Mode uy, u,. Der Zylinder ist durch den ausgefiillten Kreis reprasentiert.
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Abbildung. 4.21: Moden aus einer globalen Stabilititsanalyse der stationdren Nachlauf-

stromung bei Re = 100. Von links nach rechts sind die stationdre Navier-Stokes-Ldsung u, mit
Real- und Imaginarteil der instabilsten, komplexen Eigenmode f,, uj = R{f,}, uj = 3{f,},

analog zu Abb. 4.20 reprasentiert.

u, Up up

Abbildung. 4.22: Konstruktion der Verschiebungsmode un (rechts) aus der stationéren (links)
und der gemittelten Nachlaufstrémung (Mitte). Die Darstellung ist analog zu Abb. 4.20 und 4.21.

)T =1 t/T = 5.33 t/T = 14.91

Abbildung. 4.23: Direkte numerische Simulation eines einschwingenden laminaren Nachlaufs

bei Re = 100 zu den angegebenen Zeiten t. T ist die Periode der eingeschwungenen Strémung.
Die drei Zeiten t/T = 1,5.33 und 14.91 entsprechen Zustanden in der Nihe der stationdren

Losung, wahrend des Einschwingens und nach dem Einschwingen, respektive.
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Abbildung. 4.24: Wie Abb. 4.23 jedoch fiir die Fluktuation um die Grundstrémung u — up

(rechts). Hierbei ist up = ug + apua die Projektion der instantanen Geschwindigkeit auf die

Verbindungslinie von gemittelter Strémung und stationarer Lésung.
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Abbildung. 4.25: Fluktuationsenergie eines einschwingenden Nachlaufs mit Re = 100. Die
Energie wird von drei Arten der Fluktuation bestimmt: die Fluktuation um den Mittelwert, u—u,
(e), die Fluktuation um die stationdre Lésung, u — us(x), und die Fluktuation um die Grund-
strémung u — up (o), wobei up = ug + apup die Projektion der instantanen Geschwindigkeit
auf die Verbindungslinie von gemittelter Strémung und stationarer Lésung darstellt. Die Fluk-

tuationsenergie KX wird mit dem Mittelwert des eingeschwungenen Nachlaufs K, normalisiert.

Von besonderem Interesse sind die Residuen von drei Galerkin-Approximationen:

A) Standard Karhunen-Loeve-Zerlegung mit 8 Moden;

B) 9-dimensionale Galerkin-Approximation mit 8 Karhunen-Loéve- und einer Verschiebungs-

mode;

(') 11-dimensionale Galerkin-Approximation mit 8 Karhunen-Loéve-Mode, der Verschiebungs-

mode, und den beiden Stabilitatseigenmoden.

Abbildung 4.26 zeigt die zugehorigen Energien der Residuen fiir die Transiente. Die Galerkin-

Approximation A hat einen Fehler von iiber 90% beziiglich der maximalen Fluktuationsenergie,
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Abbildung. 4.26: Residuen von Galerkin-Approximationen des erschwingenden Nachlaufs aus
Abb. 4.25. Dargestellt die Standard Karhunen-Loéve-Zerlegung mit 8 Moden (e), die um ei-
ne Verschiebungsmode erweiterte Zerlegung (o), und die um eine Verschiebungsmode mit den
Stabilititseigenmoden erganzte Zerlegung (x). Das Energie-Residuum K, wird wie in Abb. 4.25

normalisiert.

kann also die stationdre Losung und die Transiente nicht adaquat auflosen. Dies ist nicht tiberra-
schend: Die Mean-Field-Korrektur wird durch die Verschiebungsmode aufgelost und kann durch
keine der Karhunen-Loéve-Moden beschrieben werden. Der Attraktor ab ¢/7" = 10 wird mit einer

Genauigkeit von 0.01 % aufgelost.

Das Hinzufiigen der Verschiebungsmode in Galerkin-Approximation B erlaubt per Konstruktion
die Darstellung der stationaren Losung, d.h. den Beginn der Transiente. Das Maximum des

zugehorigen Residuums von 23% wird bei t/T" = 5.33 erreicht.

Das relativ groBe Residuum ldsst sich auch nach Hinzunahme der Stabilitdtseigenmoden in der
Galerkin-Approximation C' nur auf 16% reduzieren. Das verbleibende Residuum lasst sich durch
das Zwischenstadium der Fluktuation zwischen Stabilitdtsmode und Karhunen-Loéve-Moden er-

klaren. Wenn das Fluktuationzentrum zum Zylinder von ca. z = 7 zu ca. x = 2 hin wandert, gibt
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Abbildung. 4.27: Zeitliche Entwicklung der Fluktuationsenergie des einschwingenden Nach-
laufs aus Abb. 4.23. Dargestellt sind die direkte numerische Simulation (durchgezogene Linie)
sowie die Vorhersage der Galerkin-Lésung basierend auf 8 Karhunen-Loéve Moden (o). Die
Galerkin-Lésung wird offensichtlich realistischer durch Hinzunahme der Verschiebungsmode (o)

und der Stabilitdtseigenmoden (x).

es einen Zustand, der weder gut durch die Stabilitdtsmoden noch gut durch die Karhunen-Loeve-
Moden beschrieben werden kann. Diese Erklarung wird durch neuere Resultate mit interpolierten
Moden erhartet [52].

Die Genauigkeit der Galerkin-Approximation C' im Vergleich zu der Approximation B hat sich
jedoch drastisch verbessert fiir das Anfangsstadium der Transiente. Dies wirkt sich unmittelbar
auf die Transiente des Galerkin-Modells aus, welche bei der (aufgelésten) Anfangsbedingung der
Simulation startet. In Abbildung 4.27 wird der Verlauf der Fluktuationsenergie der Navier-Stokes-
Simulation und der drei auf den Galerkin-Approximationen A, B und C' basierenden Galerkin-
Systeme gezeigt. Augenscheinlich wird der Einschwingvorgang durch das Standard-Modell A
ungeniigend aufgelost. Die Anfachungsrate ist ca. 5% des wahren Wertes. Durch Hinzunahme
der Verschiebungsmode (Modell B) liegt die Anfachungsrate ,nur’ um einen Faktor 3 unter dem
wahren Wert. Das Modell C' erlaubt eine befriedigende Auflosung der Transiente. Die Berechnung
der Anfachungsrate aus den Galerkin-System-Koeffizienten (§3.4) ergibt einen Wert, der um

weniger als 1% von dem der Stabilitdtsanalyse abweicht.






5. Analyse und Modellierung einer

Scherstromung

Die freie Scherschicht zwischen zwei Stromen unterschiedlicher Geschwindigkeit zahlt zu den
geometrisch einfachsten und am besten untersuchten Grundstromungen der Fluiddynamik —
neben Kanalstromung, Grenzschicht, Nachlauf, Freistrahl und Gitterturbulenz. Selbst die Nach-
laufstromung hinter einem stumpfen Korper besteht aus zwei sich synchronisierenden Scher-

schichten.

Augenfalliges Charakteristikum der Scherschicht sind die sich aufrollenden Kelvin-Helmholtz-
Wirbel als Ausdruck einer reibungsfreien Instabilitat. Die zugehdrige Fluktuation setzt sich aus
einer Kette von Wirbeln alternierenden Drehsinns zusammen, welche der WirbelstraBe sehr dhn-
lich ist. Im Gegensatz zu der WirbelstraBe werden nur jene Wirbel sichtbar, welche die Wirbel-

starke der Scherschicht lokal verstarken.

Die Scherschicht-Instabilitaten lassen sich in guter Naherung reibungsfrei beschreiben. In der
Naherung einer unendlich diinnen Wirbelschicht wurde von Kelvin und Helmholtz analytisch die
Anfachungsrate in Abhangigkeit von der Wellenlange bestimmt [51]. Die Stabilitatsanalyse wur-
de fiir Schichten endlicher Dicke mit einem tanh-Profil erweitert [61]. Eine amplitudengesattig-
te Euler-Losung der Kelvin-Helmholtz-Wirbel wurde von Stuart beschrieben [120]. Nach der
Sattigung paaren sich benachbarte Wirbel aufgrund einer sekundaren Instabilitat [66]. Spatere
Stadien setzen die Wirbelpaarung fort und fiihren zu einem Kaleidoskop von dreidimensionalen
Strukturen, z.B. Zellenmustern [2] und spannweitige Rippenwirbeln [60]. Abbildung 5.1 zeigt
eine direkte numerische Scherschicht-Simulation, in welcher die beschriebenen Stadien von der
Kelvin-Helmholtz-Instabilitat bis zur Wirbelpaarung mit spannweitigen Rippenwirbeln aufgeldst

sind.

Hinsichtlich der 2D und 3D Strukturen gibt es eine Reihe bemerkenswerter kinematischer Ge-
meinsamkeiten [12]. Die Dynamik von Scherschicht und Nachlauf sind jedoch unterschiedlich. So
ist die Scherschicht zwischen zwei Stromen gleich gerichteter Geschwindigkeit konvektiv insta-
bil [41], wahrend die Nachlaufstromung durch eine absolute Instabilitat charakterisiert ist [86].
Ein weiterer Unterschied ist, dass sich die Scherschicht-Strukturen stromabwarts immer weiter

entwickeln, wahrend die Fluktuation der Nachlaufstromung stromabwarts verschwindet.

Die Scherschicht-Stromung wird somit durch Konvektions- und Reorganisationsprozesse domi-



Abbildung. 5.1: Direkte numerische Scherschicht-Simulation [16] aus dem Konferenzbeitrag
[127]. Gezeigt wird ein Untergebiet eines Schnappschusses, aus welchem man von links nach
rechts die rdumliche Entwicklung der Scherschichtwirbel von der anfinglichen Kelvin-Helmholtz-
Instabilitat bis zur Wirbelpaarung mit spannweitigen Rippenwirbel entnehmen kann. Die
Reynolds-Zahl betragt 100 und basiert auf der anfanglichen Scherschichtdicke und Konvektions-
geschwindigkeit. Das Geschwindigkeitsverhaltnis zwischen oberem und unterem Strom betrigt
3 : 1. Das Wirbelstarkefeld wird mit dem ()-Parameter visualisiert. Die Kelvin-Helmholtz-Wirbel
werden durch eine helle volumetrische Darstellung positiver Werte hervorgehoben. Die spannwei-
tigen Rippenwirbel werden durch eine rote Isofliche von Q cos® @ dargestellt. Hierbei ist 0 der
Winkel zwischen der Wirbelstarke und der Achse. Diese GroBe verschwindet fiir 2D Strukturen
parallel zur spannweitigen Richtung. Im mitkonvektierten Bezugssystem werden die Sattelpunkte
des Geschwindigkeitsfeldes durch helle Linien, die zugehdrigen stabilen und instabilen Mannig-

faltigkeit durch transparente Flachen visualisiert.

niert. Die Grobstrukturen lassen sich in guter Naherung durch niederdimensionale Wirbelmodelle
beschreiben [14]. Fiir die Galerkin-Modellierung sind Scherschichten eine Herausforderung, da ein
Produktionsprozess durch einen globalen Modenansatz beschrieben wird. In vorliegender Arbeit
wird das erste empirische Galerkin-Modell fiir eine 2D und 3D Scherstromung beschrieben, wel-
ches — abgesehen von der Galerkin-Approximation — analytisch aus der Navier-Stokes-Gleichung
ohne empirische Zusatzmodelle abgeleitet wurde. Das Augenmerk liegt auf periodischen 2D und
3D Kelvin-Helmholtz-Instabilitdten. Modelle irregularer Scherschichten, wie in Abb. 5.1, werden

in [82] entwickelt.



5.1 Direkte numerische Simulation

Die Strémung wird in einem kartesischen Koordinatensystem x,1,z beschrieben, wobei die -
Achse in Richtung der Stromung zeigt, die y-Achse in Richtung der Scherung orientiert ist,
und die z-Achse die spannweitige Richtung definiert. Der Ursprung y = 0 liegt in der Schicht
maximaler Scherung. Entsprechend reprasentieren v, v und w die z-, y- und z-Komponente der
Geschwindigkeit u := (u,v,w). Die Grundstromung u = U(y) e, wird beschrieben durch das
tanh-Profil

Uly) = % (Ur + Us) + % (U, ~ ) tan (2), (5.1)

wobei Uy, U, die Geschwindigkeiten des oberen und unteren Stromes, respektive, darstellen und
0 die Scherschichtdicke reprasentiert. Die Dicke der Wirbelschicht wird durch 6, = 20 definiert.
Im Folgenden werden alle GréBen entdimensionalisiert mit der maximalen Geschwindigkeit Uy
und Scherschichtdicke 0. Das Geschwindigkeitsverhaltnis wird zu U; /Uy = 3 bestimmt — in
Ubereinstimmung mit einer Vielzahl von experimentellen und numerischen Untersuchungen [2,
16]. Die Reynolds-Zahl bezogen auf die Maximalgeschwindigkeit und Scherschichtdicke betragt
Re = 150.

Fiir die Scherschicht-Simulation wurde ein Finite-Differenzen-Verfahren auf einem versetzten Git-
ter mit Druckkorrektur entwickelt [26]. Das Verfahren basiert auf zentralen Differenzen-Formeln
vierter Ordnung fiir die rdumlichen Ableitungen und einer Pradiktor-Korrektor-Zeitintegration
zweiter Ordnung. Die gewahlten Diskretisierungs- und Integrationsordnungen folgen einerseits
den Genauigkeitsanforderungen fiir transitionelle Stromungen [99] und erlauben andererseits eine
effiziente Losung der Navier-Stokes-Gleichungen mit der fiir die Galerkin-Modellierung erforder-

lichen Genauigkeit.

Das Gitter ist in der Scherschicht verdichtet und auBerhalb derselben sowie in Stromungs- und
Spannrichtung dquidistant (siehe Abb. 5.2). Die Ortsdiskretisierung basiert auf 100 Zellen in
x-Richtung, 150 Zellen in y-Richtung und 40 Zellen in z-Richtung.

Der Navier-Stokes-Loser wurde umfangreichen ValidierungsmaBnahmen unterzogen. So wurden
die zeitlichen und rdumlichen Anfachungsraten von 2D und 3D Eigenmoden aus linearen Stabi-
litatsanalysen bis auf 0.01% reproduziert [79]. Des Weiteren ergibt die Energiefluss-Analyse aller
untersuchten nichtlinearen Scherschicht-Loésungen ein Residuum unter 0.1% der Produktion. Das

vorliegende Gitter diskretisiert ein kleines Gebiet

Q:{(.T,y,z) OSSL’S?)O, —10§y§1070§z§L2}
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Abbildung. 5.2: Gitter fiir die direkte numerische Simulation der 2D Scherschicht. Gebiet
1 ist grau hinterlegt und dient als kleineres Beobachtungsgebiet fiir die Galerkin-Modellierung.
Gebiet 11 entspricht dem gesamten Rechengebiet. In beiden Raumrichtungen wird jeweils nur

Jede fiinfte Gitterlinie dargestellt.

mit der beschriebenen Genauigkeit, welche fiir die Galerkin-Modellierung ausreicht. In einer para-
metrischen Untersuchung wurde sicher gestellt, dass die Navier-Stokes-Losung nur vernachlassig-
bar von der Dirichlet'schen Randbedingung (3.3) mit ugg = U(y) e, am transversalen Gebiets-

rand y = £10 und von der konvektiven Ausstrombedingung (3.5) bei z = 30 abhangt [79].

Die Einstrombedingung bei x = 0 resultiert aus einer raumlichen Scherschicht-Entwicklung fiir
x < 0 und spielt eine wichtige Rolle fiir die Navier-Stokes-Ldsung. Der Vorlauf x < 0 wird mo-
delliert mit der linearen lokalen Stabilitdtstheorie einer Parallelstromung mit tanh-Profil (5.1),
d.h. die Grundstrémung wird iiberlagert mit der raumlich am meisten angefachten 2D Instabi-

. N
litatsmode uj ),

U.(O, Y, t) = U(y) € + A2D ugD(OJ Y, t) (52)

Die Mode uj,(x,y,t) hat die Periode 7" = 23.40 und die Amplitude Asp wird so bestimmt,

dass die maximale v-Komponente 2% der Anstromung ist.

Bei der 3D Stromung wird die Einlaufstromung tiberlagert von der am meisten angefachten 3D

Stabilitdtsmode mit gegebener spannweitiger Wellenzahl 3 = 27/L, = 0.4070. Diese Stabi-



lititsmode reprasentiert eine schrage Kelvin-Helmholtz-Welle. Aus Symmetriegriinden gibt es 2
davon, eine, die am Einstromrand in die in positive z-Richtung lauft, u;fD, und eine mit entge-
gengesetzter Phasengeschwindigkeit, u;,,. Weitere Details dieser Stabilitdtsmoden kdnnen [84]

oder der einschlagigen Literatur entnommen werden. Die resultierende Einstrombedingung lautet
U(O, Y, t) = U(y) S + A3D u;D(O7 Y, z, t) + A3D u3_D(O7 Y, z, t), (53)

wobei ugtD(x, y, z,t) die Zeitperiode von uj,, hat. Analog zur 2D Simulation wird Asp so gewahlt,
dass die v-Komponente den maximalen Ausschlag 0.02 annimmt. Weitere Griinde fiir die Wahl

des Gebiets und der Randbedingungen werden in [84] genannt.

5.2 Niederdimensionale Beschreibung der laminaren

Scherstromung

Im Folgenden wird die Entstehung der ebenen Kelvin-Wirbel analog zur von Karmdan'schen
WirbelstraBe (§4.2) analysiert.
5.2.1 Karhunen-Loeve-Zerlegung

Die oben beschriebene 2D Simulation der Scherschicht konvergiert nach wenigen Perioden gegen

eine periodische Losung, die rdumlich wachsende Kelvin-Wirbel zeigt (Abb. 5.3).
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Abbildung. 5.3: Reynolds-Zerlegung der laminaren Scherschicht bei Re = 150. Voon links nach

0

rechts werden Stromlinien eines instantanen Strémungsfeldes u, der zeitgemittelten Strémung

uy, und der zugehérigen Fluktuation W', respektive, dargestellt.



Abbildung. 5.4: Karhunen-Loéve-Eigenwert-Spektren der laminaren Scherschicht bei Re =
150 (siehe Abb. 5.3). Dargestellt ist log \;, i = 1,...,10 fiir die Gebiete I (o) und II (e).

Die zugehdrige Karhunen-Loeve-Zerlegung (Abb. 5.4, 5.5). folgt den GesetzmaBigkeiten, die fiir
den Kreiszylinder-Nachlauf beobachtet wurden (Abb. 4.4, 4.5). Die Karhunen-Loéve-Zerlegung
ergibt Paare von Moden mit gleicher Frequenz, gleicher charakteristischer Wellenzahl und ahnli-
cher Energie. Insbesondere 16sen Mode 1 & 2 die erste Harmonische auf, Mode 3 & 4 die zweite,

usw.

Die Energie der Moden in dem Untergebiet I ist um mindestens eine GroBenordnung kleiner als
die des Gesamtgebiets. Mit anderen Worten: Die meiste Fluktuationsenergie bildet sich erst in
der zweiten Wellenlange aus. Im Gebiet [ fallen die Energieniveaus \;/2 deutlich schneller mit
Modenindex ¢ als im Gebiet /1. Dieses Verhalten kann mit der stromabwarts zunehmenden Rolle
der Nichtlinearitat fiir den Energietransfer unter den Moden erklart werden. Fiir die transitionelle

Grenzschicht wird ein dhnliches Verhalten beobachtet [95].
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Abbildung. 5.5: Karhunen-Loéve-Moden w;, i = 1,2,...,8 der laminaren Scherschicht im
Gebiet 11 bei Re = 150. Die Visualisierung erfolgt mit Stromlinien.



5.2.2 Energiefluss-Analyse

Die globale Energiefluss-Analyse (siehe Abb. 5.6) zeigt die Produktion als einzige Quelle der
Fluktuationsenergie und die Konvektion als die dominierende Senke. Die Stromung ist also weit

entfernt von einer Gleichgewichtsstromung, bei der sich Produktion und Dissipation nivellieren.

Die Dissipation und Druckleistung sind im Gesamtgebiet I/ Senken von vergleichbarer GroBe.
Beim Nachlauf verschwindet die Konvektion mit zunehmender GebietsgroBe, da sich die Wirbel
in Zylinderndhe bilden und stromabwarts dissipieren. Hingegen bilden sich die Scherschichtwirbel
stromabwarts weiter aus durch die nicht abnehmende transversale Geschwindigkeitsdifferenz.
Wahlt man — analog zu der Scherschicht — bei dem Nachlauf einen Bereich mit 2 Wellenlangen
(Gebiet 11 in Abb. 4.1) wirkt der Druck als Energiequelle und nicht als Senke (Abb. 4.7). Dieser
Unterschied scheint korreliert mit der Tatsache, dass die Fluktuationsenergie beim Nachlauf
am Ausstromrand abnimmt und bei der Scherschicht dort zunimmt. Der Druck scheint eine

ausgleichende Wirkung auf die Abnahme bzw. Zunahme der Fluktuationsenergie zu haben, analog
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Abbildung. 5.6: Energiefluss- Terme fiir die laminare Scherschicht bei Re = 150. Im Histo-
gramm sind die fiinf Bilanz-Terme fiir die Fluktuationsenergie dargestellt. Die Terme fiir die

Gebiete I und 11 sind als graue und weilBBe Balken, respektive, dargestellt.



zu dem Le Chatelier-Prinzip in der Chemie. Eine dhnlich ausgleichende Wirkung des Drucks wird
beobachtet bei der Turbulenz in der Wiederherstellung der Gleichverteilung der Fluktuation in

allen drei Raumrichtungen (siehe z.B. [104]).

Die dominierende Rolle der ersten beiden Moden in der globalen Energiebilanz geht aus Abb. 5.7
hervor. Die instantane Druckleistung pendelt zwischen positiven und negativen Werten um einen
negativen Mittelwert. Dies duBert sich in der vorliegenden modalen Bilanz in einem negativen

Beitrag, der den positiven betragsmaBig libersteigt.

Die modalen Energie-Effizienzen zeigen das vom Nachlauf bekannte Verhalten (siehe Abb. 5.8).
Die grobskaligen Moden geben Energie an die feinskaligeren ab und letzte leben im Gleichgewicht

zwischen diesem Energietransfer und der Dissipation.
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Abbildung. 5.7: Modale Energiefluss-Analyse der laminaren Scherschicht. Im Histogramm
sind die Einzelbeitrage der ersten 4 Karhunen-Loéve-Moden zu den Energietermen aus Abb. 5.6

aufgelost. Die Beitrage der héheren Moden sind unbedeutend.
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Abbildung. 5.8: Modale Energiefluss-Effizienz der Moden der laminaren Scherschicht. Die
Einzelbeitrage der ersten 10 Karhunen-Loéve-Moden aus der Energiefluss-Analyse zu Abb. 5.7

werden normalisiert mit der modalen kinetischen Energie K;.

5.3 Niederdimensionale Beschreibung der transitio-

nellen Scherstromung

In diesem Abschnitt soll die Auswirkung dreidimensionaler Strukturen auf die Scherschicht-

Dynamik untersucht werden.

5.3.1 Karhunen-Loeve-Zerlegung

Die oben beschriebene direkte Navier-Stokes Simulation konvergiert zu einer periodischen

Stromung mit spannweitigen Zellen von gegenphasigen Kelvin-Helmholtz-Wellen (siehe Abb.
5.9).

Die Fluktuationsenergie pro Langeneinheit in z-Richtung ist bei der 3D Scherschicht trotz glei-
cher Amplitude in v deutlich niedriger als bei dem 2D Pendant (Abb. 5.10). Ein Grund ist die



Abbildung. 5.9: Schnappschuss der transitionellen Scherschicht bei Re = 150. Die dunklen
Wande im Hintergrund markieren das Rechengebiet mit Integrallinien der wandparallelen Ge-

schwindigkeit. Die v- und w-Komponente der Geschwindigkeit werden im Inneren durch Isoflachen
dargestellt: v = 0.01 (rot), v = —0.01 (blau), w = 0.01 (gelb), w = —0.01 (weiss).

spannweitige Periodizitdt der Fluktuation, wodurch die einstromende Fluktuationsenergie um
50% niedriger ist als bei der 2D Stromung. Ein weiterer Grund liegt in der geringeren linearen

Wachstumsrate der 3D Kelvin-Helmholtz-Instabilitat im Vergleich zu der 2D Instabilitat [84].

Abbildung 5.11 zeigt die mittlere Stromung und die ersten Karhunen-Loéve-Moden. Modenpaar
© = 1,2 |0st die erste Harmonische auf und die Grundwellenzahl in z- und z-Richtung, Modenpaar

1 = 3,4 beschreibt die doppelte Frequenz und doppelte Wellenzahlen in - und z-Richtung usw.

5.3.2 Energiefluss-Analyse

Die niedrigeren Energie-Niveaus der 3D Strémung korrelieren mit den niedrigeren Energiefluss-

Termen (Abb. 5.12). Die relative Bedeutung der Dissipation nimmt bei der 3D Konfiguration



Abbildung. 5.10: Karhunen-Loéve-Eigenwert-Spektren fiir die laminare (o) und transitionelle
(o) Scherschicht bei Re = 150. Dargestellt istlog \;, i = 1,...,10, wobei \; den i-ten Eigenwert
darstellt. Analog zur Nachlaufstrémung (Abb. 4.11)), werden die Werte der 3D Simulation mit

der spannweitigen Wellenlange normiert.

im Vergleich zur der 2D Konfiguration durch die spannweitige Reibung zu. Dadurch wird ein
groBerer Anteil der Fluktuationsenergie vor dem Verlassen des Ausstromrandes dissipiert und
das Verhaltnis von Konvektions- zu Produktionsterm wird kleiner. Ebenso nimmt die Rolle der
Druckleistung als Energiesenke deutlich ab. Es wird auch eine geringere Korrelation zwischen der
Geschwindigkeits- und Druckfluktuation am Austrittsrand beobachtet, was mit der spannweitigen
Phasenveranderung korreliert. Bei der A-Mode des Nachlaufs wurde ebenfalls eine Verringerung
des Verhaltnisses der Druckleistung zur Produktion im Vergleich zur 2D Grundstromung beobach-

tet, was einen dhnlichen Grund haben diirfte.
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Abbildung. 5.11: Karhunen-Loéve-Moden u;, i = 0,1, ...,4 der transitionellen Scherschicht
bei Re = 150. Die Strémung wird wie in Abb. 5.9 dargestellt.

5.4 Niederdimensionale Galerkin-Modellierung

Die Galerkin-Modelle der 2D und 3D Scherschicht sind ab 6 Moden auskonvergiert, d.h. die
Galerkin-Losung andert sich mit zunehmender Modenanzahl nur vernachlassigbar. Der Einfluss
der Druckterm-Darstellung auf die Galerkin-Lésung kann aus den Phasen-Portraits (Abb. 5.13,
5.14) fiir die 2D und 3D Stromung entnommen werden. Durch die Vernachlassigung des Drucks
als Energiesenke im Galerkin-System wird die Amplitude der Galerkin-Losung erwartungsgemaR

zu groB vorhergesagt. Der Amplitudeniiberschuss ist in beiden Fallen eine GréBenordnung liber



0.015
E |
= 2
5 S g %
0.005 H = < o T
o E 2 %
ala 2 5 L 2
Yl ) &) Y — &)
0.0
[
S
€
0.005 3
(@]
o
-0.01
-0.015

Abbildung. 5.12: Energiefluss-Terme fiir die 2D und 3D Scherschicht bei Re = 150. Im
Histogramm sind die fiinf Bilanz-Terme fiir die Fluktuationsenergie im Gebiet 11 dargestellt. Die
weilBen und dunklen Balken beziehen sich auf die 2D und 3D Strémung, respektive. Man beachte,
dass die Werte der 3D Scherschicht mit der spannweitigen Wellenlange normiert sind, d.h. alle

Terme entsprechen einem Energiefluss pro Langeneinheit in spannweitiger Richtung.

dem Verhaltnis von Druckleistung zur Produktion. Diese Verstarkung des Fehlers im Galerkin-
Modell hangt mit der geringen strukturellen Stabilitat des dynamischen Systems gegen Stoérungen
zusammen und wird durch Hinzunahme einer Verschiebungsmode gemildert [84]. Die Verschie-

bungsmode dndert nicht den Grenzzyklus.

Das Druckterm-Modell kann auch fiir turbulente Scherschichten eine wichtige Rolle spielen,
insbesondere wenn die Wirbeldynamik durch 2D Prozesse, wie Wirbelpaarungen, gepragt ist

[82].

AbschlieBend soll kurz ein wichtiger Aspekt der Galerkin-Modellierung von konvektiv instabilen
Stromungen erdrtert werden. Das Fluktuationsniveau wird in der Navier-Stokes-Simulation maB-
geblich von der Einstromfluktuation und der raumlichen Anfachungsrate bestimmt. Das raumliche
Wachstum wird den Karhunen-Loéve-Moden aufgepragt, aber woher ,weiB‘ das Galerkin-Modell

die Amplituden Asp, Aszp der Einstromfluktuation? Das Galerkin-Modell bezieht diese Informa-
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Abbildung. 5.13: Phasen-Portrait der laminaren Scherschicht von Abb. 5.3. Gezeigt wird
der Grenzzyklus aus den ersten beiden Fourier-Koeffizienten ay,as. Die durchgezogene Kurve

reprasentiert die direkte numerische Simulation, die Symbole die Galerkin-Lésungen ohne (o)
und mit Druckmodell (o).

tion indirekt aus der mittleren Stromung. Die Scherschichtdicke weitet sich stromabwarts mit
zunehmenden Amplituden starker auf durch die zugehdrigen Reynolds-Spannungen. Die mitt-
lere Stromung bestimmt somit die Amplitude, bei der das Galerkin-Modell das Energiefluss-
Gleichgewicht findet. Diese Amplitudenselektion im Galerkin-Modell fiihrt zu dem richtigen
Attraktor — jedoch erst nach vielen hundert Perioden. Hingegen schwingt die Navier-Stokes-
Losung nach 1.5 Perioden weitgehend ein. Dies ist die Laufzeit eines Wirbels durch das gesamte
Rechengebiet. Die Transienten werden schon in der Galerkin-Approximation nicht realistisch in
dem Galerkin-Modell abgebildet. Eine Losung ist ein kiirzeres Beobachtungsgebiet. Dadurch wird

die Amplitudenselektion jedoch sehr empfindlich von kleinsten Fehlern beeinflusst. Eine robuste-
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Abbildung. 5.14: Wie Abb. 5.13, jedoch fiir die transitionelle Scherschicht von Abb. 5.9.

re Losung besteht in der Verwendung durch eine viel hhere Anzahl von geeigneten Moden aus

einschwingenden Stromungen [84].



6. Weiterentwicklungen fiir kom-
plexere Stromungen und fiir die

Stromungsregelung

Die vorgestellten Neuerungen des empirischen Galerkin-Verfahrens haben in jiingster Zeit zahl-
reiche Erweiterungen fiir praxisnahere Probleme erfahren. Diese Erganzungen sollen fiir turbulente
Stromungen in §6.1 und fiir die Stromungsregelung in §6.2 schlaglichtartig beleuchtet werden.
Es entsteht ein System mit Bausteinen, welches eine systematische Entwicklung von nieder-
dimensionalen Galerkin-Modellen nach den konkreten Konfigurationsanforderungen erlaubt. Die-
ses System ist in §6.3 skizziert und bezieht auch komplexere Physik, z.B. Kompressibilitdt und

Verbrennung, mit ein.

6.1 Galerkin-Modellierung von turbulenten Stro-

mungen

Selbst bei turbulenten Stromungsdaten mit dominanten Grobstrukturen kann nur ein Teil der
Fluktuationsenergie in einem Modell mit 20-40 Moden dynamisch aufgelost werden. Dieser An-
teil kann zwischen 30% [112] bei einer transitionellen Stufenstromung (siehe Abb. 6.1) und 80%
[90] bei einer turbulenten Scherschicht liegen. Modellierungen von LES-Daten zeigen, dass es
nicht auf die Kleinheit des Energieresiduums ankommt, sondern darauf, dass die augenfalligen
Grobstrukturen in der Galerkin-Approximation enthalten sind. Die dynamisch nicht aufgelosten
Skalen beeinflussen die aufgelosten Grobstrukturen und werden in dem Galerkin-System durch
Zusatzterme modelliert. Hierbei wird ein modaler Wirbelviskositats-Ansatz von [95] iibernommen.
Die Grundidee ist die gleiche wie bei dem Wirbelviskositats-Modell in den Reynolds-gemittelten
Gleichungen und in den Large-Eddy-Simulationen. Die nicht aufgeldsten Strukturen wirken da-
nach auf die modellierten Fluktuationen wie eine zusatzliche, modenabhangige Viskositdt vy,
d.h.

+ Z ijk O Q. (6.1)

7,k=0

da;
T (v +vr,) [Z lij a;

NS

Die Wirbelviskositat vr; wird so bestimmt, dass die Zeitentwicklung der Koeffizienten a™> aus der



Abbildung. 6.1: Visualisierung eines LES Schnappschusses der transitionellen Strémung tiber
eine riickwérts gewandte Stufe. Die Reynolds-Zahl bezogen auf die Anstrémgeschwindigkeit und
Stufenhéhe betragt 3000. Die Randbedingungen sind in [43] beschrieben. Die dargestellte Strom-

linienvisualisierung ist [126] entnommen.

Navier-Stokes-Simulation gut von der Lésung a®™ des Galerkin-Systems reproduziert werden. Die
entsprechenden in der Literatur gebrauchlichen Kalibrierungs-Ansatze lassen sich in drei Gruppen

einteilen:

1. Kinematische Kalibrierung (Floquet-Bild): Ziel ist die Minimierung des Lésungsfehlers

auf einem meist kleinen Zeitinterval ¢t € [0, 77,

T

1

Xo = T / dt [|a°M — a9||2 = min, (6.2)
0

wobei als Anfangsbedingung der Wert der Referenzsimulation genommen wird, a“M(0) =
al¥5(0).

2. Dynamische Kalibrierung (Poincaré-Bild): Ziel ist die Minimierung des Fehlers des



Flusses in einem beliebig langen Zeithorizont t € [0, T,

T
1
X?:ii/dwﬁw—f@mﬂﬁzmm. (6.3)
0

3. Energetische Kalibrierung: Ziel ist die Erfiillung der modalen Energiebilanz-Gleichungen.

Ersetzt man bei der Herleitung von (3.39) v durch v + vr; folgt

0:ﬂ+<ufy)u+a+z+ﬂ. (6.4)

Diese Konsistenzbedingung bestimmt eindeutig die modalen Wirbelviskositaten.

Alternativ kann die Energiebilanz-Gleichung im Galerkin-Phasen-Raum aufgestellt werden,

alS e; - [aNS — £ (aNS)] = al¥S f; (aNS) = 0. (6.5)
Die kinematische Kalibrierung [31, 90] erlaubt konstruktionsgemaB die optimale Darstellung der
Navier-Stokes-Losung iiber den gewahlten Zeitraum mit den gewadhlten Anfangsbedingungen.
Dieses Verfahren konvergiert jedoch nicht fiir 7' — oo wegen des sich aufakkumulierenden

Phasenfehlers im Galerkin-Modell. Diese Phasenfehler kénnen zu unbrauchbaren Ergebnissen

fiihren [113].

Die dynamischen [123] und energetischen Kalibrierungen [19, 90, 112] konvergieren im Limes
groBer Zeiten. Bei Untersuchungen der turbulenten Scherschicht ergaben sich vergleichbare Re-
sultate [82, 83, 90].

6.2 (Galerkin-Modellierung fiir die Stromungsregelung

Eine zentrale Aufgabe der Stromungsregelung ist die Ableitung eines Regelungsgesetzes. In die-
sem Gesetz wird die Aktuation aus den gemessenen Sensorinformationen idealer Weise so abge-
leitet, dass die Grobstrukturen mit kleinem Aufwand effizient im Sinne des Beeinflussungszieles
manipuliert werden. Solche Regelungsstrategien werden aus den empirischen Galerkin-Modellen
mit regelungstechnischen Verfahren abgeleitet und zur Strémungsregelung im Experiment und
in der Simulation eingesetzt [8, 83, 115, 123]. Die Anforderungen an die Galerkin-Modelle fiir
Regelungszwecke sind deutlich hoher als fiir die Analyse und Reproduktion einer natiirlichen

Stromung. Drei Aufgaben sind zu erfiillen:



1. Beschreibung der Aktuationswirkung auf die Stromung. Dies beinhaltet die natiirli-
chen und beeinflussten Transienten. Das Modell muss also einen groBeren dynamischen
Bereich abdecken als die natiirliche Stromung.

2. Ableitung von Regelungsgesetzen, welche fiir jeden Stromungszustand eine zielfiihren-
de Aktuation bestimmen. Dies setzt Einschrankungen an die Form des dynamischen Sys-

tems voraus.

3. Ableitung von Beobachtern, welche aus meist wenigen Messdaten diesen Stromungs-
zustand abschatzen. Dies setzt dhnliche Einschrankungen an das dynamische System vor-

aus wie bei der Reglersynthese.

Im Folgenden werden die Weiterentwicklungen des Galerkin-Verfahrens fiir diese Aufgaben skiz-

ziert.

1. Aktuation mit einer Volumenkraft. Die Lorentz-Kraft in der Magnetohydrodynamik
und die Auftriebskraft in der Boussinesq-Naherung sind Beispiele, wie der Stromung
Volumenkrifte aufgepragt werden. Typischerweise kann die Volumenkraft g(x,t)) durch
eine Galerkin-Approximation mit N ortsabhdngigen Tragerfeldern g, (x), v =1,..., Ng
und zeitabhangigen Amplituden G, (t), v = 1,..., Ng beschrieben werden,

g(x,t) & ) G,(t) g,(x).

Diese fiihrt zu einem zusatzlichen Term B G in dem Galerkin-System [37, 57, 83],
da _
dt

wobei G der Vektor aus den Aktuationsamplituden und B eine N x Ng-Matrix darstellt.

f(a) + BG, (6.6)

2. Aktuation mit randinduzierten Geschwindigkeiten: Eine oszillatorische Anstrémung
und ein akustischer Aktuator in einer Wand sind Beispiele, wie durch eine zeitabhangige
Geschwindigkeit ugp(x, t) am Gebietsrand OS2 die Grobstrukturen im Gebiet {2 manipuliert
werden. Diese Randaktuation fiihrt per se zu keinen zusatzlichen Termen in der Navier-
Stokes-Gleichung, d.h. sie kann das Galerkin-System nicht verandern. Typischerweise kann
die Randgeschwindigkeit durch eine Galerkin-Approximation mit Ny, ortsabhadngigen Ge-
schwindigkeitsmoden w;(x), i = —Ny,...,—1 und zeitabhingigen Amplituden a;(t),
i = —Nw,...,—1 beschrieben werden [8, 35, 83, 94],

-1

urp(x,t) ~ Z a;(t) u(x).

i=—Ng



Die Fortsetzung dieser Entwicklung der Randgeschwindigkeit in das gesamte Stromungs-
feld ist ein wichtiger Designparameter und fiihrt zu Aktuationsmoden wu;(x). Damit |asst

sich die Stromung darstellen durch eine verallgemeinerte Galerkin-Entwicklung

N
ux, ) = > a;t) w(x).
i= Ng
Hierbei sind die Fourier-Koeffizienten mit negativen Indizes, a;, t: = — Ny, ..., —1, frei

wahlbare Aktuationsamplituden und Fourier-Koeffizienten mit positiven Indizes geniigen

dem verallgemeinerten Galerkin-System [83]

Z mgj — dt =v Z lija; +v Z Qijk @ Q. (6.7)

Jik=—N
Die Massenmatrix (m;;) ist fiir ¢,5 > 0 eine Einheitsmatrix, d.h. m;; = §;;,Vi,j =
., IN. Die Aktuation geht nun additiv, multiplikativ und nichtlinear in die Dynamik
ein. Durch eine Transformation [89, 94] lasst sich (6.7) in eine Gleichung der Form (6.6)

uberfiihren.

Reglerentwurf: Ein physikalisch naheliegender Weg in die Dynamik einzugreifen ist die
energie-basierte Regelung. Der Einfachheit halber soll von einer Volumenkraft mit einer
Amplitude ausgegangen werden. Dies fiihrt zu einer Dynamik der Form

W @)+ 0.6

Sei

K = Za?/2

i€T
die Energie in den Moden mit Indizes i« € Z, die zu unterdriicken oder anzufachen sind.

Fiir die zeitliche Ableitung gilt

dK
at _Zal [fi(a) +g: G
i€l
Die Wunschdynamik sei ein exponentieller Abfall oder ein entsprechendes Wachstum,
dK
— =K.
at

Gleichsetzung der rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen fiihrt formal zu einer

Bestimmungsgleichung fiir die Aktuation G,
> a; [0% — fi(a)}
G i€ 2
> ai gi

1€l




Zur Vermeidung groBer Amplituden wird die Wunschdynamik in kurzzeitgemittelter Form
formuliert oder eine Amplitudenbeschrankung eingefiihrt. Mit diesen energie-basierten
Verfahren konnten erfolgreich Regler entwickelt werden, welche sowohl die Nachlauf-
instabilitat in der Navier-Stokes-Simulation reduziert haben [34] als auch das Fluktuations-
niveau von 3D Kanalstromungen gesenkt haben [113]. Andere nichtlineare Reglerentwiirfe

flihrten zu vergleichbaren Erfolgen [46].

Ein wichtiger Aspekt bei allen Reglerentwiirfen ist, dass die Galerkin-Modelle nur eine
begrenzte Giiltigkeit haben. Dieser Giiltigkeitsbereich darf von den Reglern nicht iiber-
schritten werden [122].

Beobachter: Der Regler 'blickt in die Zukunft' und passt durch die Aktuation die zukiinf-
tige Systementwicklung der Wunschdynamik an. Dies setzt die vollstandige Kenntnis des
Stromungszustandes voraus. Diese Kenntnis kann in der Navier-Stokes-Simulation voraus-
gesetzt werden, im Experiment werden jedoch nur wenige GroBen S := (S, 52,...,S5s)
gemessen. Der Beobachter 'blickt in die Vergangenheit' und nutzt die Dynamik, um den
aktuellen Stromungszustand — approximiert durch die Fourier-Koeffizienten a — aus den
Messdaten zu rekonstruieren. Im Fall des dynamischen Beobachters wird von dem linearen
Zusammenhang S = C a ausgegangen, wobei C eine Matrix darstellt. Der geschatzte
Zustand a lasst sich durch Vergleich zwischen Messdaten S und den vorhergesagten Wer-
ten S = C a bewerten. Die Veranderung des geschatzten Zustandes wird durch das

modifizierte Galerkin-System beschrieben,

%:f(aHL s-s].

Sind die gemessenen und geschatzten StrémungsgréBen in Ubereinstimmung, braucht die
Dynamik nicht korrigiert zu werden und es verschwindet der Korrekturterm L [S — S]
Im Fall der Differenz ist die Matrix L so zu gestalten, dass der Fehler a — a exponentiell
verschwindet. Dieser Ansatz wurde mit Erfolg in [33, 34] fiir die Nachlaufstabilisierung
eingesetzt. Alternativ kann ein Kalman-Filter mit vergleichbaren Resultaten eingesetzt

werden [54].

Hierarchische Modensysteme: Die Hauptstarke und Hauptschwache von empirischen
Galerkin-Modellen liegt in ihrer Niederdimensionalitdt. Zum einen wird dadurch der Regler-
und Beobachterentwurf erst ermdglicht. Zum anderen wird dadurch zwangslaufig der
Giiltigkeitsbereich eingeschrankt. Der Giiltigkeitsbereich kann durch die Konstruktion viel
hoherdimensionalere Modelle anhand von Transienten oder von zusatzlichen Stromungs-

daten deutlich erweitert werden [8, 42, 58]. Jedoch geht dadurch ein wesentlicher Vorteil



verloren, namlich die Moglichkeit eines fehlertoleranten Regler- und Beobachterentwurfs
[105]. Die Niederdimensionalitat wirkt als Filter, der alle unwesentlichen Prozesse ignoriert.

In hoherdimensionalen Modellen sind mehr Moglichkeiten der Fehlerverstarkung gegeben.

Ein zweiter Weg liegt in der Nachkalibrierung des Galerkin-Modells durch aktuelle
Stromungsdaten der geregelten Stromung [1, 34, 37]. Dieser Ansatz kann einfach und
vorteilhaft in der Navier-Stokes-Simulation eingesetzt werden. Jedoch ist die Implemen-

tation dieses Verfahrens im Experiment offensichtlich schwierig.

Ein Ausweg fiir eine experimentell nutzbare modellbasierte Stromungsregelung ist gangi-
gen 'Lookup-Table'-Regelungen von Triebwerken und anderen Maschinen entlehnt. Hierbei

wird ein hierarchisches Modensystem der Form

N

ul =% ar(t) uf(x)

i=0
entwickelt [52, 54]. Unterschiedliche Stromungszustande, charakterisiert durch einen Pa-
rameter sz, werden mit unterschiedlichen Modensystemen beschrieben. Nach Schatzung
dieses Parameters aus den Sensordaten kann der Beobachter- und Reglerentwurf weiterhin
in einem (iberschaubaren niederdimensionalen Modell erfolgen. Dieser Ansatz wurde zur

Nachlaufstabilisierung erfolgreich eingesetzt.

In Tabelle 6.1 werden die Neuerung des Galerkin-Verfahrens zusammengefasst.

6.3 Aktuelles System mit Galerkin-Bausteinen und

zukiinftige Entwicklungen

Bisher wurden imkompressible Stromungen mit einer dominierenden periodischen Grobstruktur
betrachtet. Bei Stromungen mit komplexerer Dynamik, z.B. dem breitbandigen Frequenzspek-
trum eines Freistrahls, ist mit einer viel groBeren Modenanzahl der GréBenordnung von 100
fiir realistische Modelle zu rechnen [27]. Niederdimensionale Modelle sind nur in kleinen Berei-
chen moglich [125]. Wahrscheinlich diirften zukiinftige Entwicklungen zu rdumlich gekoppelten
niederdimensionalen Modellen fiilhren — analog zu Diskontinuierlichen Galerkin-Methoden hoher

Ordnung in der numerischen Stromungsmechanik.

Die Einbindung komplexer Physik in niederdimensionale empirische Galerkin-Modelle wird aktiv

von vielen Forschergruppen vorangetrieben. Diese Entwicklungen bei kompressiblen, reagierenden



Tabelle. 6.1: Neuerungen des empirischen Galerkin-Verfahrens fiir verschiedene Anwendungen

Anwendung

eingeschwungene

Stromung

natiirliche

Transienten

aktuierte

Transienten

Eingangsdaten

Simulation von

natiirlicher Stromung

Stabilitatsanalyse der
stationaren Navier-

Stokes-Lésung

Simulation von

aktuierten Strémungen

Beeinflussung

e modale Druckleistung

e dynamische B.

Moden- Karhunen-Loéve- Ergdnzung: stationare Hierarchische

entwicklung Zerlegung Navier-Stokes-Ldsung, Modensysteme
Stabilitatseigenmoden

Analyse und Analyse: Beobachter: Regler:

e energie-basiert

der Dynamik e modale Effizienz e Kalman-Filter e nichtlinear
Modelle der e Druckmodell e Verschiebungsmoden Hierarchische
Dynamik e Turbulenzmodell e Nichtgleichgewichts- Modelle
(Kalibrierung) moden mit s-Schatzung
Galerkin fragil robust regelungsorientiert
System (monofrequent) (weitgehend (breites Frequenzband)
monofrequent)

und anderen Strémungen fiihren (i) zu neuen Hilbert-Rdumen mit vereinfachten kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen [106], (ii) zum Ausweichen auf die Wirbeltransport-Gleichung [53],
(iii) zu separaten Karhunen-Loéve-Zerlegungen fiir das Geschwindigkeitsfeld und fiir andere Va-
riablen [111], (iv) zur Postulierung und Kalibrierung von linearen Zusammenhangen statt apriori
Herleitungen [31] um nur wenige Beispiele zu nennen. Der Versuch einer systematischen Darstel-

lung wiirde den Rahmen vorliegender Arbeit sprengen.

AbschlieBend wird der Galerkin-Baukasten zusammengefasst fiir inkompressible Stromungen mit

einfacher oder komplexer Dynamik.

1. Eingeschwungene, natiirliche, laminare, inkompressible Innenstromung: Dies ist

der Ausgangspunkt vorliegender Arbeit und wird bereits in [38] beschrieben.

2. AuBenstromung: Hier ist die Notwendigkeit eines Druckmodells zu iiberpriifen. Wahrend
das analytische Modell auf dem Poisson-Gleichungs-Loser basiert, gibt es auch eine em-

pirische Variante [84], welche nur Druckdaten benétigt.



3. Turbulente Strémung: Zur Modellierung der nicht aufgeldsten Fluktuation haben sich
die Rempfer'schen modalen Wirbelviskositaten bewahrt [95]. Die Kalibrierung der Para-

meter kann mit einer modalen Energiefluss-Bilanz erfolgen.

4. Einschwingende Strémung: Die Anderung der Grundstrdmung kann mit einer oder
mehreren Verschiebungsmoden aufgeldst werden. Fiir die Anderung der Grobstruktur gibt
es viele in vorliegender Arbeit diskutierte Ansatze, z.B. Stabilitatseigenmoden. In jedem
Fall werden von der Transiente oder von zusatzlichen Stromungszustanden Daten fiir eine

verallgemeinerte Galerkin-Entwicklung benétigt.

5. Volumenkraft: Die Einbindung einer Volumenkraft in das Galerkin-System ergibt sich

aus einer Galerkin-Projektion auf die Navier-Stokes-Gleichung.

6. Randaktuation: Die empirische Galerkin-Modellierung kann prinzipiell fiir jedes Unter-
gebiet mit instationdren Randbedingungen durchgefiihrt werden [97]. Soll die Rand-
aktuation als freier Parameter in die Galerkin-Modellierung eingefiihrt werden, kann dies

durch zusatzliche Aktuationsmoden erreicht werden.

7. Komplexe Einschwingvorgange: Oszillatorische Einschwingvorgange kénnen bei einem
breiten durchfahrenen Frequenzband eine hochdimensionale Galerkin-Approximation not-
wendig machen. Diese Dimension kann mit hierarchischen Modenentwicklungen auf ein

Minimum gesenkt werden.

8. Komplexe Dynamik: Die Dimension N eines empirischen Galerkin-Modells steigt bei
komplexer Dynamik signifikant mit der GebietsgroBe. Der Rechenaufwand steigt mit N3
und kann die numerische Integration dhnlich aufwendig wie eine direkte Navier-Stokes-
Simulation machen. Daher bieten sich auf Untergebieten gekoppelte Galerkin-Modelle an.

Dieser Weg ist an der TU Berlin in absehbarer Zukunft geplant.
9. Beobachter: Beobachter kdnnen als Zusatzmodell fungieren, welche die direkte Simu-
lationen und Galerkin-Modelle miteinander zeitlich synchronisieren.
10. Regler: Die Regler sind — wie die Beobachter — ein Bindeglied zwischen dem Galerkin-

Modell und der modellbasierten Stromungsregelung.

Mit diesen Erganzungen kann eine groBe Klasse von Stromungen durch empirische Galerkin-

Modelle beschrieben werden.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

In vorliegender Arbeit werden Neuerungen fiir das empirische Galerkin-Verfahren vorgeschlagen
und am Beispiel der laminaren und transitionellen Nachlauf- und Scherschicht-Strémungen unter-
sucht. Diese Neuerungen betreffen eine modale Energiefluss-Analyse, eine analytische Darstellung
des Druckterms im Galerkin-Modell und eine Verallgemeinerung des Ansatzes fiir Transienten.
Damit konnte sowohl die schwach nichtlineare Stabilitdtstheorie als auch die aus der Turbu-
lenztheorie bekannte Energiefluss-Kaskade in einem monolithischen Ansatz integriert werden.
Desweiteren wurde der Giiltigkeitsbereich der Galerkin-Systeme z.T. deutlich erh6ht und damit
eine wichtige Voraussetzung fiir die Stromungsregelung auf der Basis dieser Galerkin-Modelle

geschaffen.

Als Schliissel fiir eine systematische Entwicklung und Uberpriifung von empirischen Galerkin-
Modellen wird die erste vollstandige, modale Energiefluss-Analyse entwickelt. Bisherige Varianten
haben den Druckterm entweder vernachldssigt [19] oder Konvektiv- und Druckterm in einer GroBe
zusammengefasst [97]. Da der Energiefluss durch jede Mode im Zeitmittel verschwinden muss,
bietet die modale Energiefluss-Analyse eine Moglichkeit, die Genauigkeit der Eingangsdaten aus
der Navier-Stokes-Simulation zu tiberpriifen und das Galerkin-Modell zu bewerten. Die Untersu-
chung der oben genannten Scherstromungen unterstreicht schon fiir periodische Stromungen den
aus der Turbulenztheorie bekannten Sachverhalt, dass die Produktion von Fluktuationsenergie
nur auf den groBen Skalen geschieht, wahrend die kleinen Skalen im Gleichgewicht zwischen

Transferterm und Dissipation leben.

Als neuer Blickwinkel wurden Energiefluss-Effizienzen, d.h. das Verhaltnis von modalen Energie-
flissen und Energie in dieser Mode, eingefiihrt. Die GroBe fasst Betrachtungen der Energiefluss-
Kaskade, der Stabilitatsanalyse und von regelungstechnischen Verfahren zusammen. Die Energie-
fluss-Effizienzen haben die Dimension von Wachstumsraten und erlauben eine Abschatzung, wie
schnell ein Energiefluss-Term die Energie einer Karhunen-Loéve-Mode dndern wiirde. Fiir Stabi-
litatseigenmoden angewandt, ergeben die Energiefluss-Effizienzen zusammengesetzt die Wachs-
tumsrate [69]. Im Rahmen der modellbasierten Stromungsregelung wird das Aktuationsgesetz so
eingestellt, dass der zu unterdriickenden Instabilitdt im Mittel Energie entzogen wird, also eine

negative Energiefluss-Effizienz aufgepragt wird [123].

Eine iiberraschend wichtige Rolle bei der Galerkin-Modellierung offener Stromung kann der
Druckterm spielen. Die Druckleistung kann fiir die von Karman'sche WirbelstraBe in einem

geniigend groBen Beobachtungsgebiet vernachladssigt werden. Diese Vereinfachung wurde in



friiheren empirischen Galerkin-Modellen [20, 80] ausgenutzt. Jedoch ergibt sich fiir kleine Nach-
laufbereiche eine positive Druckleistung und fiir die Scherschicht-Entwicklung eine negative
Druckleistung, beides in der GréBenordnung von einigen Prozent der Produktion. Interessant
ist das unterschiedliche Vorzeichen. Das Beobachtungsgebiet des Nachlaufbereiches endet in ei-
nem Bereich, wo die Fluktuationsenergie abfallt, wahrend die Scherschicht dort am Wachsen
war. Es kann spekuliert werden, dass der Druck auf diese Weise versucht, stromabwarts eine
Gleichverteilung der Fluktuationsenergie herzustellen. Dem zylindernahen Nachlauf wird durch
die Druckleistung Energie zugefiihrt und so der Abfall reduziert. Der Scherschicht-Fluktuation
entzieht der Druck Energie und bremst so das Wachstum in Stromungsrichtung. Eine analoge
Rolle des Drucks ist aus der Scherturbulenz bekannt, wo der Druckterm eine Gleichverteilung

der Fluktuationsenergie in alle drei Raumrichtungen fordert.

Der Bedeutung des Druckterms wurde durch die Entwicklung der ersten analytischen Druckterm-
Darstellung im Galerkin-Modell Rechnung getragen. Dadurch braucht der Druckterm nicht im-
plizit iber die Wirbeltransport-Gleichung integriert zu werden, und die numerische Berechnung
des Galerkin-Systems beruht nur auf Ableitungen nullter und erster Ordnung in den Geschwin-
digkeiten. Die Druckterm-Darstellung ermoglichte das erste niederdimensionale Galerkin-Modell
fir die laminare und transitionelle Scherschicht ohne empirische Nachkalibrierungen. Die hier
untersuchten Scherstromungen miinden in einer Faustformel fiir die Wirkung des Druckmodells
auf die Galerkin-Losung. Der relative Amplitudenfehler des Galerkin-Systems bei Vernachlassi-
gung des Druckterms liegt bei der absolut instabilen Nachlaufstromung in der GroBenordnung der
relativen Druckleistung bezogen auf die Produktion. Bei den konvektiv instabilen Scherstromun-
gen ist dieser Fehler eine GroBenordnung hoher. Diese Verstarkung des relativen Fehlers bei den
Scherstromungen kann auf die strukturelle Instabilitat des Galerkin-Ansatzes zuriickgefiihrt wer-
den. Der Ansatz setzt in den Moden eine raumlich synchronisierte Dynamik voraus, wahrend die

Scherschicht-Dynamik stromabwaérts durch eine konvektive Anfachung charakterisiert wird.

Die verallgemeinerten Galerkin-Modelle der eingeschwungenen Scherstromungen reproduzieren
die direkte numerische Simulation mit einem Fehler unter 1%. Jedoch werden die Anfachungs-
raten der Transienten in vorliegenden Untersuchungen um ein bis zwei GroBenordnungen un-
terschatzt. In anderen Untersuchungen wird sogar iiber unrichtige Vorzeichen der vorhergesagten
Anfachungsrate berichtet [116]. Rempfer (2000, [98]) vermutete, dass in der Karhunen-Loéve-
Zerlegung dynamisch wichtige Moden fehlen und konstruierte zur Dokumentation ein entspre-
chendes System aus 3 gewdhnlichen Differenzialgleichungen. Diese Vermutung wurde hier durch

Einfiihrung der Verschiebungsmode in einen verallgemeinerten Karhunen-Loéve-Ansatz bestatigt.



Dadurch konnten die Nachlauftransienten schon mit einem dreidimensionalen Modell beschrie-
ben werden. Dieses Minimalmodell wurde bereits erfolgreich zur modellbasierten Nachlauf-

stabilisierung eingesetzt [34].

Die Einfiihrung von Stabilitatseigenmoden in die Galerkin-Approximation fiihrte zu einem Modell,
welches auch das Einschwingen des Nachlaufs mit der aus der Stabilitatstheorie bekannten
Wachstumsrate reproduziert. Das resultierende Hybrid-Modell enthalt sowohl das Stuart'sche
Mean-Field-Modell als auch das POD Model von Deane et al. Bei der konvektiv instabilen
Scherstromung hat die Verschiebungsmode eine stabilisierende Wirkung, die jedoch aus oben
genannten prinzipiellen Griinden nicht eine einschwingende konvektive Instabilitdt quantitativ

nachbilden kann.

Die hier dargelegten Neuerungen des empirischen Galerkin-Verfahrens waren Grundlage von
Weiterentwicklungen fiir stromungsmechanische Probleme von Verkehrssystemen im Rahmen
vieler fruchtbarer Kooperationen. Diese Weiterentwicklungen geschehen im Rahmen des Son-
derforschungsbereichs (Sfb 557) ,, Beeinflussung komplexer turbulenter Scherstromungen®, der
DFG-CNRS-Forschergruppe ,, Noise generation in turbulent flows", der am CalTech beheimate-
ten Multi University Research Initiative (MURI) , Closed-loop aerodynamic flow control”, mit
Prof. Morzyriski (Posen) und weiteren Kollegen. Die Weiterentwicklungen geschahen in jiinge-
rer Zeit und beinhalten die modellbasierte Kontrolle von Prozessen in Nachbrennern [53], die
Modellierung von turbulenten Strémungen aus LES-Daten [90], Nachlaufstabilisierungen in der
Simulation [52] und eine modellbasierte Regelung im Experiment an einer riickwarts gewandten

Stufenstromung [38].

Allein in den USA wird die modellbasierte Stromungsregelung zur Zeit mit vielen dem Sonderfor-
schungsbereich vergleichbaren Zentren voran getrieben. Beispiele sind zwei MURIs (CalTech, Ge-
orgiaTech), das Collaborative Center on Control Science (OSU) sowie weitere AFOSR gefdrderten
GroBforschungsvorhaben am United Technologies Research Center (UTRC) und anderen Institu-
ten. Die stiirmischen Entwicklungen auf dem Gebiet der modellbasierten Strémungsregelung
werden genadhrt von der sich abzeichnenden Entwicklung, dass empirische Galerkin-Modelle
entscheidend zur Reglerauslegung durch Postprocessing von numerischen und experimentellen
Stromungsdaten beitragen konnen. Einige technische Herausforderungen, z.B. die Integration
eines lokalen akustischen Aktuators in die niederdimensionalen Grobstruktur-Modelle, sind nicht
befriedigend gelost. Es zeichnet sich jedoch auch hierfiir eine Losung durch Hybridmodelle ab.
Ein ganz wesentlicher Reiz der niederdimensionalen Modellierung ist, dass sie viele Disziplinen
zusammenfiihrt, z.B. die Stromungsmechanik in theoretischer, numerischer und experimenteller

Pragung, die Regelungstechnik und die Theorie dynamischer Systeme, um nur wenige zu nennen.
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A. Karhunen-Loeve-Zerlegung einer

Stromung

Die Beispiele aus §2.2 und §2.3 basieren auf einer analytisch durchgefiihrten Karhunen-Loéve-
Zerlegung. In diesem Abschnitt wird die numerische Durchfiihrung an Stromungsdaten beschrie-
ben. Hierbei werden die fiir die empirische Galerkin-Modellierung wichtigen Beziehungen rekapi-

tuliert. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung sei auf das Buch [38] verwiesen.

A.1 Zerlegung im Ortsbereich

Das innere Produkt von zwei Vektorfeldern u(x,t), v(x,t) in dem Gebiet {2 sei — analog zu

den vorangegangenen Beispielen — definiert durch
(u,v)q = /dx u-v. (A.1)
Der Integrand u - v reprasentiert das Euklidische Produkt zweier Vektoren.

Die zugehorige Energie-Norm lautet

[uflo := 4/ (u,u)g . (A.2)

Die Entwicklung der Stérung u' = u — uy um den zeitlichen Mittelwert ug = @ kann als
Verfeinerung der Reynolds-Zerlegung betrachtet werden, wobei die Fluktuation in Beitrage von

orthonormalen Moden zerlegt wird,

u(x,t) = up(x)+u'(x,1), (A.3a)
u'(x,t) = Z a;(t) u(x), (A.3D)
a; = (u;,u). (A.3c)

Grundlage der raumlichen Galerkin-Entwicklung ist, dass die Stromung iiber das Gebiet ) nicht
unkorreliert ist. Die Stromung sei beschrieben in einem kartesischen Koordinatensystem mit dem
Ort x = (21, 22, x3) und dem Geschwindigkeitsvektor u’ = (uf, u), u}). Hierbei werden die x,y, z-

Komponenten mit den Indizes 1,2,3, respektive, identifiziert. Die mittlere raumliche Korrelation
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der [-ten und m-ten Geschwindigkeitskomponente wird beschrieben durch die Autokorrelations-

Funktion

Ry (x,y) =wj(x,t)ul,(y,t), l,m=1,2,3.
Die resultierende Matrix R := (Ry,;,) =123 kann kompakt beschrieben werden nach Einfiihrung
m=1,2,:

des dyadischen Produkts zweier Vektoren a = (ay, as, as), b = (by, b, bs):

a1b1 a,lbg albg
a®@b:=| ayb; axby asbs |- (A4)

asby asby asbs

Damit folgt

R (x,y) :=u(x,t) @ u/(y,t). (A.5)

Die Fredholm'sche Gleichung fiir die i-te Karhunen-Loeve-Mode u; zum Eigenwert \; lautet

/dy R(x,y) w(y) = A\ w(x). (A.6)

Q

Die Moden werden nach Energiegehalt sortiert, Ay > Ay > A3. ..

Die Symmetrie der Autokorrelations-Funktion bedingt die Orthonormalitat der Karhunen-Loeve-
Moden
(ui, Uj)Q = 52] (A7)

Die ersten und zweiten statistischen Momente der Fourier-Koeffizienten sind

a; = 0, (A.8a)
a;a; = A 0. (A.8b)

Die Autokorrelations-Funktion lasst sich nach den Karhunen-Loéve-Moden entwickeln

R (x,y) = Z X (x) @ wy(y). (A.9)

Der Reynolds-Tensor ist ein Spezialfall der Autokorrelations-Funktion mit x = y. Die Spur des

Reynolds-Tensors stellt die zweifache lokale Fluktuationsenergie ¢ dar, d.h.

q(x) := % u'(x,t) - u'(x,t) = % ZRU(X, X).
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Die Fluktuations-Energie im gesamten Gebiet folgt durch Aufintegration,

1l—— 1
Ko =5 (W, w), =3 Z)\ (A.10)

Zur Bewertung der numerischen Durchfiirbarkeit der Lésung des Eigenwertproblems betrachten
wir die Diskretisierung einer dreidimensionalen Stromung auf einem Gitter mit 100 Punkten pro
Raumrichtung. Die Autokorrelations-Funktion wird dann diskretisiert in einer 3x 1003 x 3x 1003 =
9% 10'? elementigen Matrix. Dies entspricht 64.5 TerraBytes von double precision (8 Byte) Zahlen

und die numerische Losung solcher Eigenwert-Probleme liegt langfristig jenseits der Machbarkeit.

A.2 Zerlegung im Zeitbereich

Bei der Karhunen-Loéve-Zerlegung fallt eine bemerkenswerte Symmetrie zwischen Ort und Zeit
auf. Die Galerkin-Approximation (A.3b) kann sowohl als Entwicklung nach rdumlichen Moden
u; mit zeitabhangigen Koeffizienten a; gelesen werden als auch als Entwicklung nach zeitlichen
Moden a; mit ortsabhangigen Koeffizienten u;. Der Volumenintegration iiber den raumlichen
Bereich 2 entspricht die zeitliche Integration fiir das betrachtete Zeitfenster [0,7]. Somit ist
raumliche Orthonormalitat der Moden (A.7) der zeitlichen Orthoganalitdt (A.8b) analog.

Ebenso kann man statt der raumlichen Autokorrelation (A.5) die zeitliche Korrelationsfunktion
C(t,s) = (u'(x,t),u'(x,9))q (A.11)

betrachten. Das Analogon fiir die Fredholm'sche Gleichung (A.6) im Ortsbereich ist das Eigen-
problem fiir die Eigenfunktion a;(¢) mit dem Eigenwert 1,

T
1
T /ds C (t,s) a;(s) = p; a;(t), (A.12)
0
wobei die Eigenwerte geordnet seien, p; > ps > pus.... Fiir ein gegebenes Schnappschuss-

Ensemble gilt p1; = A\;, @ = 1,2, . ... Aus der Symmetrie der zeitlichen Korrelationsfunktion folgt

die Orthogonalitat der Fourier-Koeffizienten (A.8b). Die Normierungsbedingung sei

T
0
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Damit lautet die Entwicklung der Korrelationsfunktion analog zu (A.9):

oo

C(t,s) =Y ai(s) a;(t). (A.14)

i=1

Die Karhunen-Loeve-Moden berechnen sich zu

w;(x) == a;(t) W'(x,1). (A.15)

Die Karhunen-Loeve-Zerlegung im zeitlichen Bereich liefert die gleichen Informationen wie die

Zerlegung im Ortsbereich.

A.3 Schnappschuss-Methode

Die Schnappschuss-Methode [117] ist eine Diskretisierung der Karhunen-Loeve-Zerlegung im

zeitlichen Bereich. Gegeben sei ein Ensemble von M Schnappschiissen zu den Zeiten t,,,
u™(x) = u(x,ty,), m=12.. M. (A.16)

Die mittlere Stromung berechnet sich zu

M
1
— (m)
up(x) = - mZ:lu (x). (A.17)
Die diskrete Form der zeitlichen Korrelationsfunktion ist die Matrix C := (Cyun),, =1 Mit
o = = (0™ — g, u™ — ug) (A.18)
mn-_M u Up, u uOQ‘ .
Die Eigenvektoren al!l = <a[1i}, e ,a%) zu den Eigenwerten )\; erfiillen
Call = ) all (A.19)
wobei die Symmetrie von C die Orthonormierung al’ - al/l = d;; erlaubt.
Die Karhunen-Loéve-Moden berechnet sich nun zu
| M
- [l (y(m) _ A .20
u; : ay (u ) . :
M, ( ) (4.20)

m=1



